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Introduccion

La elaboracion de esta guia estd motivada a mi gusto particular por las matematicas aun siendo estudiante de
ingenieria, cada ejercicio fue resuelto por mi persona y posteriormente tipeado en las siguientes paginas, para asi
ayudar al estudiante de cualquier curso de matematicas o de ingenieria en los siguientes temas:

Calculo vectorial.

- Parametrizacion de una superficie (Nota tedrica: explicacion profunda sobre los cambios de variable).
- Célculo de é&reas.

- Integrales sobre campos vectoriales.

- Integrales sobre campos escalares.

- Campos vectoriales conservativos (Nota teorica: relacion con ciertos fendmenos fisicos).

- Teorema de Gauus.

- Teorema de Stokes.

Célculo en variable compleja.

- Formula de Moivre (Nota tedrica: Explicacion del argumento).
- Algebra de nimeros complejos.

- Funciones analiticas.

- Series de Laurent.

- Integrales complejas por el teorema de los residuos.

- Integrales complejas por la féormula integral de Cauchy.

- Métodos para resolver integrales impropias reales.

Se debe aclarar que la guia no pretende ser tedrica, solo practica, mas sin embargo cuenta con 3 notas
que pueden ayudar al estudiante a comprender mejor ciertos temas a tratar. En total la guia cuenta con
52 ejercicios resueltos completamente paso a paso, con explicacion detallada haciendo uso de lenguaje
técnico y coloquial. De inmediato el lector se encontrara con diversas graficas que permitiran una
mejor explicacion sobre los temas, las mismas fueron posibles gracias al programa gratuito de
graficacion Geogebra, que recomiendo ampliamente, también fue de mucha ayuda el programa PTC
Mathcad Prime 3.0 un programa completo y muy utilizado en el &rea de ingenieria, por Gltimo pero no
menos importante los programas que me permitieron tipear esta guia fueron Microsoft Word y LaTeX,
este Gltimo también gratuito lo recomiendo debido a su rapidez y metodologia para la escritura de
textos con contenido matematico.

Elaborar esta guia fue una educativa experiencia que disfruté de principio a fin, una buena forma de
exponer y asentar mis ideas sobre los temas tratados, su principal motivacion fue el célculo de variable
compleja y mas especificamente el curso de Matematicas VI (MA-2113) dictado en la universidad
Simon Bolivar en el periodo Enero-Marzo 2015 por el profesor Axel Boza. Reconozco desde este
mismo momento que la guia puede siempre mejorar y esta abierta a cualquier critica o correccién
pertinente que puede hacerse a través de mi correo venanciobesson@hotmail.com. Sin méas que decir
que les sea de su agrado y ayuda el siguiente trabajo.
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Parametrizaciones



El concepto de las parametrizaciones es ampliamente utilizado en la primera parte y vale la pena tener claro de
donde viene y como funciona. Es curioso como esa teoria de “parametrizar una superficie” no es mas que un
caso particular de los cambios de variable entre sistemas de coordenadas, toda esta teoria seré expresada en las
coordenadas curvilineas.

Coordenadas curvilineas

Explican a fondo la teoria de los cambios de coordenadas, ya sea de coordenadas cartesianas a coordenadas
cilindricas o esféricas (que son las mas usadas en ingenieria y que seran las Gnicas usadas en esta guia).

Primero debemos hablar de dos conceptos importantes antes de pasar a o demas

1. Vector de posicion de un punto en el espacio.

7= (x,y,2) =xi+yj+zk

No es mas que un vector de posicion genérico para sefialar donde se encuentra cualquier punto en el espacio

2. Representacion de un punto en el espacio como la intercepcion de tres planos.

Tengamos en cuenta que en el espacio x = ¢,y = ¢,,Z = c3, €4,C3,¢3 = Cte, son tres planos perpendiculares,
cuya intercepcidn de los tres resulta en un punto y la intercepcion de dos planos resulta en una recta, véase que
las tres rectas resultantes de las diferentes intercepciones son perpendiculares entre si.




Ahora veamos de manera interesante lo que pasa al tomar las diferentes derivadas parciales del vector #

aF—1“+0“+01§ a?‘—0“+1“+012 aF—0“+0“+112
P N .J .k, ay_ .1 .J .k, 5 N .J .
Tenemos que cada uno de los vectores % = 1.1, Z—; =1.j, % = 1.k es paralelo y tangente a cada una de las

rectas (1,12 y I3 respectivamente, si se quiere también lo son en el punto P.

Si quisiéramos considerar diferenciales de camino para cada eje, por abuso de notacién tendriamos

dr

— =11 » df=dx.1.1 - d¥=(dx.1).Q
dx

dr . . . S .
d—yzl.] - dr=dy.1.j - dy = (dy.1).]
dr - . ~ - ~
E=1.k - dr=dz.1.k - dz=(dz.1).k

Tenemos asi unos vectores diferenciales o (diferenciales de camino orientados).
Por altimo el diferencial de volumen, que resulta de tomar los mddulos a los vectores anteriores y multiplicarlos.
dV =1.1.1.dxdydz = dxdydz

Todos estos “objetos matematicos” los hemos definido a partir de los conceptos expresados en 1.y 2. Teniendo
claro estos conceptos continuemos.

Los cambios de coordenadas implican poder expresar las variables del primer sistema coordenado como
funciones de otras tres variables. Esto de manera general seria como sigue

x = x(uyg, up, us), y = y(uy, up, uz), z = z(uq, Uy, u3) )
También deberéa ser posible expresar las nuevas variables en funcién de las tres originales.
u1=u1(x'y'z)' Uy =u2(x'y'z)' Uz =u3(x'y'z) (II)

Tanto (1) como (1) tienen diferentes objetivos en nuestro estudio, que terminaran Ilevandonos a una misma
conclusion.

De (I):

Como X, y y z ahora se expresan en funcion de nuevas variables, entonces el vector 7 también lo hara.
7 = x(uy, U, uz)l + YUy, Uy, U3)f + 2(uy, up, uz)k

Ahora el punto P es ubicado por este nuevo vector en el nuevo sistema coordenado.

De (I1):

Véase que lo que tenemos en (I1) son tres campos escalares de la forma f: R® — R, que para valores constantes
de u,, u, y us se tendrian diferentes (y ademas infinitas) superficies de nivel, tomemos entonces tres constantes
tales que.

u, = Cl’ uz = Cz, u3 = C3



1 :u1(x'yfz): C2 :uz(x'yrz): C3 :u3(x:y'2)
Las tomamos solo para explicar la teoria que sigue mas facilmente

Si graficaramos esto tendremos

- Alas superficies u; = ¢4, u, = c,, usz = c3 se les llama superficies coordenadas y estas son
ortogonales entre si.

- Alascurvas uy., Uy, Y us. que resultan de las diferentes intercepciones de las superficies coordenadas
se les conoce como curvas coordenadas.

Es de vital importancia que vea la analogia de esta teoria con lo expuesto en los puntos 1. y 2. al principio.

A partir de ahora la idea es ver que significan las derivadas de 7(u;, u,, u3) es funcion de los expuesto en (l1).

. . 97 (us,uz,
u tendré un vector tangente a la curva u, . en el punto P, analogamente w y
1 2

. 07 (uq,uy,
S| tomow

07 (ug 1z, . . .
97ua Mz M) oran vectores tangentes a las curvas u,. Yy us. en el punto P respectivamente. Entonces ya casi

usz
hemos alcanzado nuestro objetivo, construir una base orto-normal de vectores para un nuevo sistema
coordenado, lo Unico que falta es volver a estos vectores unitarios.

or

duy

or

duy

or

du,

or

. of
ez =
’ ous

. or
= 6y = —
ou, 3

6, = =
dus

Tenemos




Ahora definamos los diferenciales de camino en este nuevo y genérico sistema de coordenadas

dr

Uy

ar

du,

di

du;

or

ouq

or

duy

or

duy

or

ouq

él = 'él - d? = dul. 'él - d? = dul.hl.él g

- dﬂl = dul.hl.él

se le llama facto de escala, haciendo este andlisis para los vectores restantes,

- ai
Donde el término h; = |ﬁ
1

tendremos

du,; = duy.hy.éq, di, = du,. h,.é,, dis; = dus. hs. é5
Con estos resultados definamos entonces
d = ay, é; + a,,é; + a,,é; :Unvector genérico donde a,,, a,, Y a,, son las componentes.
dd = duy.hy. €, + duy. hy. €, + dus. hs. €5 Un vector diferencial.

dV = hih,h; du,;du,dus: Diferencial de volumen.
1 9 , 1 8 , 1 9 ).
V= (—.—.el, o €2, h—3.a—%.e3).0peradorNabla.

Note que el término que aparece en el diferencial de volumen h;h,h; no es otra cosa que el ya conocido
Jacobiano de los cambios de variables que proviene del hecho de que los factores de escala no siempre tienen
maodulo igual a uno como en las coordenadas cartesianas.

Bien, la pregunta es ;Ddonde aparecen las parametrizaciones en toda esta teoria?

Vea que cuando hacemos un cambio de coordenadas consideramos tres variables completamente nuevas uq, u, y
u3 que definirdn los campos escalares con infinitas superficies de nivel (ortogonales entre ellas) que permiten
gue nos movamos por todo el espacio. Parametrizar una superficie es tomar solo dos variables nuevas u; y u,
dejando la tercera como una constante u; = k, esto lo que hara sera dejar una superficie de nivel fija, mientras
gue las otras varian, la superficie fija tendra una forma que dependera del campo escalar a la que qued6 igualada
(esfera, cilindro, toro, etc.) mientras que los campos escalares que quedaron (que recuerden son de la forma
f:R3® = R) me permiten “caminar” o recorrer toda la superficie de nivel que quedo fija en el espacio. Esto es
parametrizar, el concepto de construir un vector ¢ donde apareceran los cambios de coordenadas se hace para
luego llegar al vector producto fundamental, pero al considerar los cambios de x, y y z dentro de ¢ lo que se esta
aplicando es la teoria de las coordenadas curvilineas.

Ejemplo:

Defina toda la teoria de coordenadas curvilineas para el cambio de coordenadas esféricas, y al final detalle
cémo seria la parametrizacion de una esfera con estas coordenadas.

Solucion:

Primero pasaremos a deducir las nuevas variables, esto se puede hacer por simple trigonometria en tres
dimensiones y teniendo en cuenta que queremos recorrer todo le espacio.

En al siguiente imagen, Theta (19) es un angulo que crece desde el eje x positivo y que puede llegar a dar una
vuelta de 360°; Fi (¢) es un angulo que crece desde el plano xy de manera perpendicular a este y puede llegar a
una abertura de 180° (en otras demostraciones ¢ se toma desde en eje z positivo hasta el eje z negativo, altera el
resultado pero cumple su funcion igualmente); Rho (p) es el médulo del vector de posicion de un punto
arbitrario en el espacio, va desde cero hasta el infinito.



Aplicando trigonometria al vector para encontrar sus componentes tenemos

x = p cos(p) cos (9) p € [0,0)
y = p cos(@) sen (9), 9 € [0,2m]
z = p sen(¢p) ¢ € [0,7]

Aquiuy, = p, uy, =9, uz = ¢, busquemos ahora u; = uy(x,y,2), u, = uy(x,y,2), us = usz(x,y,2)
Tomemaos los tres cambios y elevémoslos al cuadrado
x? = p?cos®(p) cos?*(9),  y* =p?cos*(p)sen®*(¥),  z* = p*sen®(¢)

Ahora sumemaos por separado cada miembro de las ecuaciones (lo que hacemos es resolver un sistema de tres
ecuaciones con tres incégnitas).

x% +y2 4 2% = p? cos?(p) cos?(9) + p? cos?(p)sen?(I) + p? sen?(p)

= p2(cos?(¢) cos?(9) + cos?(p)sen?(9) + sen?(¢))

= p? (senz(go) + cos?(¢) . (cos?(9) + senz(ﬁ))) =p? > p?=x?+y?+ 72
Tomemos solo los valores de x y y elevémoslos al cuadrado, luego tomemaos el valor de z elevémoslo a cuadrado
y tomamos este resultado para dividirlo entre el resultado de lo primero

x% +y% = p? cos?(p) cos?(9) + p? cos?(p)sen? () = p? cos?(p)
z? = p? sen?(¢p)
2

22 pPsen’(g) _ sen’(p)
x2+y2  p2cos?(p) cos?(yp)

2
—tantt) » (2 Y =ty

tan(¢p)

Por Gltimo tomemos los valores de x y y y dividamoslos como sigue

x _ pcos(p)cos(®) ~
; - p cos(@) sen(9) = tan(9) - y = tan(9)x

Analicemos nuestros resultados e identifiqguemos las superficies coordenadas

p? = x? + y? + z?% : Infinitas esferas con centro en el origen y de radio p
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(tanz((p)

2
) = x2 + y2: Infinitos conos con centro en el origen y de aperturas que varian con el valor de ¢.

y = tan(9)x: Infinitos planos paralelos al eje z que pasan por el origen, si veo estos planos como rectas en el

plano xy las pendientes varian con el valor de 9.

Mas aun se prometio el despeje explicito de las variables

V4

[x2+ 2
'( ctan‘1<—y

m:z=0

p = t/x%+ y% + 22,

@

V4

p.py9.

):z>0

/x2+ 2
m —ctan~?! (_y) 12<0

r

\

tan~1 (%):x >0,y>0

m—tan™! (%):x<0,y> 0
n+tan‘1(¥):x<0,y< 0

1 (Y

21 — 1(=):

T —tan (x) x>0,y<0
my=0
n/2:x =0

Si tomamaos un valor constante arbitrario para p, ¢ y 9, entonces veremos las superficies y curvas coordenadas,
ademas de los vectores orto-normales que se formarian, més adelante los obtendremos analiticamente

Recuerde que esto es un caso particular de tomar las variables e igualarlas a constantes, en realidad lo que esta

pasando es lo siguiente




Expresemos el vector posicién con las nuevas coordenadas
7 = xi + yj + zk = p cos(@) cos (9)i + p cos(p) sen (9)j + p sen(p)k
Busquemos a partir de aqui los vectores orto-normales.

dr ~
d—; = cos(¢@) cos (V)1 + cos(¢) sen (V)] + sen(p)k
dr
0= —p cos(p) sen(9) i + p cos(¢) cos(I) j
dr

o = —p sen(p) cos(¥) i — p sen(g)sen (9)]j + p cos(p) k

Calculamos los médulos

Z_; =/ (cos() cos (9))2 + (cos(p) sen (9))2 + (sen(p))? =1 = h,
a7
é =/ (p cos(@) sen(¥))? + (p cos(¢) cos(9))? = p cos(p) = hy
ar

=/ (p sen(e) cos(9))? + (p sen(p)sen (9))* + (p cos(p))? = p = h,,

do

Entonces los vectores unitarios son
é, = cos(p) cos (9)1 + cos(p) sen (9)j + sen(p)k
€9 = —sen(9) i+ cos(9)j
é, = — sen(p) cos(9) 1 — sen(p)sen (9)j + cos(¢p) k
No hay que confundirse en cuanto a que los vectores de este sistema de coordenadas estén expresados en funcién

de los vectores unitarios del sistema de coordenadas cartesianas f, j y k, ya que estos son la base principal de
toda teoria vectorial en el espacio, todo nuevo sistema coordenado estara expresado en funcion del cartesiano.

El vector diferencial es
dd = 1.dp.é, + pcos(p).dv.ég+ p.do.é,
Diferencial de volumen (Jacobiano)
dV = p? cos(p)dpdedd
Operador Nabla

V—( . 1 Ja 1 0 A)
N ap'ep‘ pcos((p)'aﬂ'ea' p'a(p'e‘p

Para finalizar, ;Qué es parametrizar una esfera? Simple, es tomar el campo escalar p? = x? + y? + z2 y decir

)2=x2+y2y

zZ
tan(p)

p = cte = k entonces se creard una esfera de radio k y los otros campos escalares (

y = tan(¥)x quedan iguales.



Las superficies coordenadas de los campos que siguen variando en el espacio solo pueden recorrer la superficie
de la esfera de radio k y es asi como con solo dos variables 9 y ¢ puedo recorrer un objeto que esta en tres
dimensiones. Eso es parametrizar una superficie.

El vector normal a la esfera deberia ir en la direccion de é, ;verdad? Bueno haga el producto cruz de &y y &, y
Ilegaré a la misma respuesta que usando la definicion del vector producto fundamental unitario, no olvide que en
el fondo esto es lo mismo.




Ejercicio 1: Encontrar la ecuacion del plano tangente a la superficie S; en el punto P.
Si:{z = Ln(x*+y?)} P—(ii 0)
1- y ’ \/E’\/E’

Solucion:

Primero que nada debemos graficar la superficie que se nos esta dando (si es posible hacerlo por métodos
sencillos).

Para este caso es recomendable ver qué sucede cuando hacemos cero algunas de las variables de las que depende
el campo escalar (que en este caso es nuestra superficie), esto inmediatamente convierte la superficie de R® a una
en R? la cual tal vez nos pueda servir para encontrar la verdadera superficie en tres dimensiones.

Siy=0 Six=0
A z A:

x
0 >

Entonces la superficie a tratar es esta.

Aqui el eje z es azul el eje x es rojo y el eje y es verde (en la guia se seguira siempre esta convencion).
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La idea esta en hacer “desaparecer” uno de los ejes y analizar que pasa en el plano que quedo, esto es
recomendable mas no significa que toda superficie pueda ser vista de esta forma. La forma final en 3D que nos
quedo la obtenemos de pensar que pasaria si tomo un plano lo “encajo” en el eje z (esto es que se hace paralelo
al eje z y ademas lo corta en todos su infinitos puntos) y lo hago girar tomando el eje z como eje y veo que figura
me queda en el plano cada vez que lo giro, el resultado no es otro que el obtenido arriba (los casos que tomamos
son particulares tomando solo los planos x=0y y=0). Esta técnica es importante aprenderla, puede ayudar mucho
a graficar superficies, de hecho la nombro aqui para ensefiarla, la verdad para resolver el ejercicio en si no era
sumamente necesario.

Como sé que se tendra que trabajar con esta superficie es necesario parametrizarla, en este caso lo haremos con
coordenadas cilindricas, ya que se tiene un eje central (el eje z) a la superficie y la misma “crece” de manera
uniforme al rededor de este.

x = pcos (I)
y = psin (9)
z =In (p%cos?(9) + p?sin?(I)

<
I

Recordemos que las parametrizaciones de superficies dependen de solo dos variables, en este caso la distancia
deleje z a la superficie no es constante, varia y por lo tanto de considerar la parametrizacién cilindrica esa
distancia es p, Theta es por supuesto la variable que “gira” a Ro, entonces ya estan listas las dos variables de la
parametrizacion, la pregunta que puede surgir, es que pasa con z, bueno tenemos una expresion que relaciona a
las variables x e y que hemos sustituido por las expresiones que dependen de Theta y Ro y tienen despejada a z
de manera explicita, lo que hicimos fue sustituir esas expresiones en z = Ln(x? + y?). Asi.

x = pcos(9)
¢ = |y =psin(9)
z = 21n(p)

Calculamos ahora los vectores que iran en el producto cruz.

cos(¥9) )
d¢ _ 4, = [sin(ﬁ)] e _ 5y = —psmg‘))
Tl N N G
p

Calculamos entonces el vector producto fundamental que es siempre perpendicular a la superficie.

i j ki

¢,xpg) = | cos(I) sin(9) —|= (2cos(¥),2sin(¥I),—p)
: i
—psin(¥) pcos(®¥) O

El siguiente paso es ver el analogo del punto P que esta en tres dimensiones en su equivalente de 2 dimensiones,
esto es esencialmente un sistema de ecuaciones de dos incégnitas no lineal.

Se sabe que el punto P tiene una componente x otra y y otra z.

)5

p=|1]=|vz
\2) |3

11



Pero definimos hace un momento que toda X, y y z se veria diferentes con nuestro cambio de variables, asi.

Z = peos() ()
—2= psin(¥) (II)

2
0= 2In(p) (D)

De (1I1): p = 1, sustituyendo este valor en (1) y (II) y recordando trigonometria 9 = %

Entonces el punto P se convierte en

P’ = (1,%)

Como el vector producto fundamental es un vector siempre perpendicular a la superficie, si sustituimos este
punto P’ en el vector tendemos un vector normal en el punto P, y lo mas importante este vector obtenido sera un
vector en R®. Ya que las componentes del vector son tres.

2 cos(V9) Z cos (%)1 V2 V2
(¢ xb9) = [2 sin(ﬁ)], (o X bo)lpr = | 2 sin (E) |~ V2| 2 W= V2
—P R -1

Asi teniendo un punto y un vector normal podemos construir la ecuacién del plano tangente.

<x—g>.\/§+<y—g>.\/§+(2).(—1)= 0

V2x—1+V2y—-1-2z=0
\/ix+\/§y—z=2

Respuesta:
V2x + \/Ey —z=2

Cuando se tienen expresiones de campos escalares que representen superficies y en estos tengan un término
como x2 + y2, se les llamara superficies de revolucion, para estas superficies es recomendable utilizar
parametrizaciones por coordenadas cilindricas. Y si aun se tienen dudas sobre si se eligio la parametrizacion
correcta véase el término z de la parametrizacion una vez simplificado (en nuestro caso era 2 In(p)) si este
término no depende de 9 entonces no existe nada parecido a una superficie esférica en el campo escalar que nos
dieron y la parametrizacion funcionara bien, en este caso sabiamos que no era asi porgue nos tomamos la
molestia de graficar la superficie, pero en el ejemplo siguiente no lo haremos.
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Ejercicio 2: Encontrar la ecuacion del plano tangente a la superficie S; en el punto P.
Syt {z =x2 +y2 - xy}, P =(3,4,-7)
Solucioén:

Veo que existe una superficie de revolucién por el término /x? + y? en el campo escalar por lo que la
parametrizacion por coordenadas cilindricas puede ser una buena opcion, y el ejercicio no requiere que se
conozca graficamente la superficie por lo que inicio con la parametrizacién.

x = pcos (9) x = pcos (9)
b = y = psin (9) ‘ = [ y = psin (9)
2 = p2cos?(®) + pZsin? (9) — p? cos(®) sin ()| |z = p — p? cos(®) sin (9)

La expresion de z depende de 9 por lo que la parametrizacién puede no ser la mejor de todas, esto lo que quiere
decir es que algunos célculos no den expresiones muy comodas, pero la parametrizacion esta hecha y puede
funcionar. Empecemos a buscar las derivadas parciales ¢ para dar con el vector producto fundamental.

cos(¥9) —p sin(9) —p sin(9)
¢, = sin(9) , Py = p cos(9) = p cos(9)
1 — 2p.cos(¥).sin(¥) p?(sin?(9) — cos?(9)) —p?(cos?(9) — sin?(9))
L J k p(p.sin(9) — cos(9)
(ppxpg) = | cos(@) sin(¥9) 1—=2p.cos(®¥).sin(¥) | = |p(p.cos(®) — sin(¥)
—psin(®) pcos(®) —p?(cos?(V) — sin?(9)) P

Ya tenemos el vector, ahora buscamos el analogo en el dominio de Ro y Theta del punto P. Recordemos que esto
no es mas que un sistema de ecuaciones de dos incognitas no lineal.

3= pcos(¥) (I)
4 = psin(¥) (II)
—7 = p — p?cos(¥) sin (9) (1)

Estos sistemas se resuelven valiéndonos de identidades trigonométricas, generalmente.

Si tomamos (1) y (1) las elevamos al cuadrado y sumamos tenemos:

p?cos?(9) + p?sin?(9) = 42 +3%2 > p?(cos?(9) + sin?(9)) =25 - p?= 5%, parap>0 - p=>5
Si tomo (I1) y la divido por (1) tenemos:

psin®) _4  sin@®) _ 4 =2 L o= tan (4) 9 = 53.1301° = 0.927 rad
—_—— ) — = - S = - > = — - = . = (.
psin(@® 3 sin(@) 3 an 3 a3 e

Entonces
P=34,-7) - P’ =(5;0927)
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Gréaficamente esto es:

25
BT ,
1
I )
I
1 15
. 1
: (5; 0,927)
14!
5 I (e "
I |
I |
-6 I 05 |
1 |
70 I IH
1 0 4
1 L] 0 0s 1 18 2 25 3 35 48 L] >
I
p
°

Evaluamos P’ en el vector producto fundamental para tener el vector normal

17 17
11] - n = !11]
5 5

Asi teniendo un punto y un vector normal podemos construir la ecuacion del plano tangente.

11

(¢p x9)lpr = |5(5.c05(0.927) — sin(0.927)

5(5.sin(0.927) — cos(0.927)]
5

x=3).17+(y—-4).11+(z+7).(5 =0
17x —51+ 11y —44+5z+35=0
17x + 11y + 5z = 60

Respuesta:

17x + 11y + 5z = 60

Vea que aunque la parametrizacion no fue “la mejor” igual funciono.
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Calculo de areas
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Ejercicio 1: Calcular el area de la superficie de la esfera E; interior a la esfera E,
E;:{x?+y?+2%= a?}, E,: {x?+y?+z% = 2az}, a>0
Solucién:

Aunque lo primero siempre es graficar la superficie a tratar, en esta oportunidad esa superficie depende de otras
dos, y ademas una de ellas (E,) no esta dada de manera explicita para ser graficada, asi que manipularemos esta
superficie primero para luego hacer las gréficas.

x2+y?+z2=2az - x*+y?’+2z2-2az=0 > x*+y?+z2—-2az+a*—-a*=0
> x2+y?2+4+(z2-2az+a?)—a?=0 - x*+y?+ (22— 2az+a?) =a?
> x2+y%2+(z—a)? =a?

Analizamos las superficies que tenemos.
x% + y? + z%2 = a?: Esfera de radio a centrada en el origen.
x%2 4+ y? + (z — a)? = a?: Esfera de radio a centrada en (0, 0, a)

Ahora graficamos.

La superficie a la que le queremos calcular el area es la especie de “casco” que esta por encima del circulo opaco
y debajo del punto (0, 0, a) y esta a su vez forma parte de la circunferencia E;. Entonces lo que haremos sera
parametrizar E; y luego definir de donde a donde iran las variables (que son las variables de la parametrizacién)
que me permitiran recorrer solo la parte que me interesa (0 sea recorrer el casco).

En vista de que nos disponemos a parametrizar una esfera es conveniente hacerlo por coordenadas esféricas.

x = acos(9).cos(¢p) —a.sin(9) .cos(p) —a.cos(¥) .sin(¢p)
¢ = |y =asin(9).cos(p)|, Py = [ a.cos(9).cos(p) | ¢p = |—a.sin(9).sin(p)
z = asin(@) 0 a.cos(p)
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i Ji k cos(9).cos(p)
(pox,) = —sin(?) cos(9) 0 |.a%cos(p) = |cos(e).sin(9)|.a%cos(¢p)
—cos(9) .sin(p) —sin(¥9).sin(p) cos(p) sin(p)

Y ahora calculamos la parte que nos interesa para el clculo de &reas, el médulo del vector producto
fundamental.

| Py x d)q,| = azcos(qo).\/cosz(ﬁ) .cos?(@) + cos?(p) .sin?(9) + sin?(p) =
= a?cos(¢).y/cos?(@) . (cos2(9) + sin2(9)) + sin2(¢) = a?cos(p)

Si bien hemos hecho un montén de célculos para llegar rapido al médulo del vector producto fundamental, no
hemos tenido en cuenta que 9 y ¢ son variables que describen una circunferencia y por lo tanto tienen un
intervalo de valores para que esto sea posible, para recorrer toda la esfera esos valores son:

9 € [0,2m], ¢ € [0,m]

Pero NO QUEREMOS RECORRER TODA LA ESFERA, solo la parte que esta por encima del circulo opaco y
bajo el punto a, para esto debemos definir unos nuevos intervalos para 9 y ¢, la pregunta es: ¢Cudles son estos
valores? Para responder eso debemos recordar que al no hacer parametrizaciones candnicas nos movemos (si
vemos la figura en el espacio) por el borde o sobre la superficie y no sobre la “mancha” en el plano Xy (nos
moveriamos sobre esa “macha” en Xy si la parametrizacion fuera canénica). En este caso particular debemos
valernos de la geometria del problema y tener claro que significan 9 y ¢.

Primero vemos que E; y E; se interceptan en una curva circular (el borde del circulo opaco) que llamaremos c, a
una altura z por ahora desconocida, lo que haremos ahora es descubrir cudl es esa altura, para eso hacemos x =y
= 0 simultaneamente, de la siguiente manera

{x2+y2+22= a? . {x2+y2= a? — z?

2 2 2 2 a
2 ’ 2 ’ 2 , ™ a“—z°= 2az —z° - a“= 2az - zZ=-—
x“+y“+z°=2az x“+y“=2az—z 2

Lo que hicimos fue resolver un sistemas de ecuaciones para ver que valores de z compartes E; y E..
Si colocamos este valor de z en cualquiera de las dos expresiones algebraicas para las esferas tendremos como se

. -y a
ve la intercepcion de estas en el plano z = > N
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Alto! Primero un repaso. Lo que hicimos algebraicamente fue encontrar en que plano se interceptan las esferas,
graficamente es el plano de color marrdn en la imagen de arriba, esa curva circular y negra es la curva ¢ que
sabemos que existe y que esté ahi, mas sin embargo no sabemos su radio, nos disponemos entonces a calcularlo,

para esto (como dijimos arriba) tomamaos el valor de z = % gue sabemos que satisface cualquiera de las esferas y

lo sustituimos en una de ellas, esto inmediatamente arrojara el valor del radio de esa curva, en una expresion
algebraica que dependerade x y y.

Tomemaos para nuestros fines E;.

2 2 2 2 o a 2 2 a\? 2 2 2 2 @ 2 2 3a?
x“+y +z =a,szz=5—>x+y +(E) =a - x“+y =a" -, 2x +y ==
2
2
Graficamente:

__+___.'____|___

Lo que aqui tenemos son dos intercepciones vistas en dos planos. Primero el circulo de color marrén es el plano
zZ= % pasando por la curva c y la circunferencia verde se ve claramente que de radio a es la intercepcion de E;

con el plano z = 0, esto es observar esos dos cortes justo desde arriba del plano xy. Encontramos entonces el
V3a

radio de la circunferencia que es la curva c, vale —~
Todo esto lo hicimos para el siguiente dibujo, que es ver lo que ocurre en el plano x = 0, y asi con con la

siguiente geometria encontrar ¢.

Az
]
¢
2
X Lo
- \/§a —
2



Ahora por trigonometria es facil ver de donde a donde varia el &ngulo ¢, si recordamos que la parte coloreada de
verde es el “casco” al cudl le queremos calcular el area.

_a/2  2a _i_) _ (Y, T
tan(qo)—\/ga/z—2.\/§.a—\/§ @ = tan (\/§) 9=z

Entonces
T T
9 € [0,27'[], [ONS [g,i

Finalmente

2m z 2m z
1
A= ff| P X Py | dpdd = f Lz(azcos(go))dgodﬁ = azf LZ cos(p) dpd¥ = 2mwa? [1 - E] = ma?
° % ° %

Antes de dar la respuesta por sentada demostremos que el resultado no depende de la parametrizacién, hagamos
este ejercicio de nuevo usando la parametrizacion candnica.

é i
¢ = y=y ) ¢, = —x , ¢y = —y

— [02 _ 2 _ .2 —_— —_—
Z=4a X y /az_xz_yz /az_xz_yz

i k

- x/a*—x%—y

(pexy) = a2—_x2—y y/Ja?—x%—y
0 1 Y

Para esta parametrizacion nos debemos mover sobre la “mancha” que deja en el plano xy el “casco”, para esto el
andlisis de hallar el plano de intercepcién de las esferas y el radio de la curva c es el mismo, recordemos que
V3a

estosnosdaz =2y =2
2 2




V3a V3a 3a? 3a?
X € 5| y€|- [——x2 |——x?

Armando la integral del area

a
A= ﬂ|¢19X¢<p|d<pd19= f f md)/dx
_V3a 2

Cambiando a coordenadas polares y considerando la simetria del circulo

x = p.cos (9) 9 € [0,m/2]
y = p.sin (9), [ V3a
p E|(0,—

Jb=p 2

V3a V3a

/272 T/27 2
p-dpdd p-dpdd
=4afj 2 20002 2cin2 =4aff 2 2
A a—pcos W) — p?sin?(9) s 4 a’?—p

(R iy
———dp, —2p.dp=2t.dt, —f—dt——fdt=—t=— a? — p?
a? — p? p.dp = —t.dt Vi2

Respuesta:

Vea que a es una medida de que tan lejos o cerca estoy del cero en los ejes, eso significa que bien puede
representar distancias (si se quiere metros) y las unidades de areas son metros cuadrados, lo que coincide con
nuestro resultado que es un area.

Repasemos nuestros pasos para llegar al resultado y generalicémoslos.

1. Manipulamos algebraicamente las expresiones que nos dieron hasta tener unas superficies que fueran
facilmente identificables.

Graficamos las superficies y observamos cual era el area que queriamos calcular.

Tomamos la parametrizacién mas eficiente y calculamos el médulo del vector producto fundamental.
Identificamos el intervalo de integracion para las dos variables de la parametrizacién.

Armamos la integral del &rea y la resolvimos.

o wbd

Sin importar que parametrizacion usaramos los pasos y los resultados fueron los mismos.
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Ejercicio 2: Calcular el area de la superficie que resulta de interceptar las superficies S; y S, que esta por
encima del plano z = 2.

i+ {p=5 VT, 5 fems- /IO

Solucioén:

Identificamos las superficies en cuestion de manera que podamos entenderlas.
S;t z=5—-x24+y2 5 z-5=—x2+y2 > (—z+5) =x2+y2 » (—z+5)2=x%+y?
S3:2=5-x2+ (=32 » z-5=—x?+ (¥ -3)% > (—z+5) ={x>+(y—3)? -
- (—z+5)2 =x%+ (y —3)?
(—z +5)? = x2 + y? : Cono que crece hacia z < 0y esta centrado en (0, 0, 5).
(-z+5)? =x2+ (y — 3)? : Cono que crece hacia z < 0y esta centrado en (0, 3, 5).

Hay dos planos de interés para entender la geometria del problema z = 0y z = 2 interceptemos los conos con
ambos planos y veamos que obtenemaos.

siz=0
S;: (mz+5)?2=x2+y? > (0+5)?2=x2+y? > (5)2=x%2+y?
Sy: (—z+5)2%=x2+(@y—-3)% - (0+5)?2?=x2+(@y—3) - (5)2= x%2+ (y—3)?
siz=2
S;: (—z+5)?2=x%24+y% -5 (-2+5)2=x2+y? > (3)? =x%+y?
S;: (—z+5)2=x24+(@y—-3)2 - (-2+5)?2=x2+(@y—-3)% - (3)?= x2+(y—23)2
x? + y? = (5)? : Circunferencia de radio 5 centrada en el origen.
x2 + (y — 3)? = (5)?: Circunferencia de radio 5 centrada en (0, 3, 0).
x? + y? = (3)? : Circunferencia de radio 3 centrada en (0, 0, 2).
x2 + (y — 3)? = (3)2: Circunferencia de radio 3 centrada en (0, 3, 2).

Veamos graficamente como se verian estas intercepciones viendo a las superficies “desde arriba” (ver la
siguiente imagen).

En ella las circulos de borde continuo representan la intercepcion de los conos con el plano z = 0y los circulos
con borde seccionado representan la intercepcién de los conos con el plano z = 2, verde para S; y azul para S,.
La zona de interés esta en donde se superponen los circulos de borde seccionado, esa es la intercepcién de los
dos conos vista desde arriba y cuando se realice la parametrizacion pertinente al caso si ésta se eligiera candnica
entonces la zona de integracién sera esa zona de superposicion.
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Si con este trabajo todavia no se esta conforme para reconocer la figura a la que se le calculara el area, es
recomendable hacer otra inspeccion de como lucen estos objetos (que estan en 3D) en otro plano, en el caso de la
imagen de arriba lo que hicimos fue superponer dos planos (que agraciadamente eran paralelos) para estudiar la
figura, si se quisiera estudiar ésta intercepcién viendo el plano x = 0 se hace lo siguente.

x=0

Si: (—z+45)2%=x24y?2 5 (—z+5)?2=0+y%? > (—z+5)?2=y? 5> —z+5=+y
_){Z=5—y
z=5+y

Sy (—z+45)22=x*4+(y—-3)?% > (—z+5)?=0+(@y—-3)2 - (-z+5)?2=(y—-3)? -
z=y+2

o zH5= 403 - {z=8—y

Graficando las rectas obtenidas (ademas de z =2) y recordando que los conos existen solo para z < 5, podemos
hacer la siguiente gréfica.

A
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La zona sombreada de verde representa el espacio interno (en x=0) de la superficie a la que se le quiere calcular
su area.

Si se tiene habilidad para dibujar es posible llegar a una buena representacion en 3D de la superficie.

La superficie es la que esta por encima del plano amarillo (z = 2) en donde se interceptan los dos conos, es una
especia de “canoa invertida”.

Dada la poca similitud con esferas y conos nos disponemos a elegir la parametrizacion candnica, véase que
existe simetria entre los lados de la “canoa invertida” por lo que podemos calcular el area de un lado de ellay
luego multiplicar por dos, mas aun veamos la siguiente imagen que es un caso particular de la primera imagen
presentada.
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Esta imagen lo que nos dice es que solo tenemos g movernos por la regidn rayada para calcular un cuarto del
area total y este cuarto le pertenece a Sy, por lo tanto parametrizamos ese cono.

X=x (1) (1)
¢ = y=y ’ by = —X ’ ¢)y_ -y

—X
1 0 —— x/\/x? + y?
(¢xx¢y)= Vx2_+y2 = y/ /x2+y2
1

0 1 4

x 2 y ? ) 2(x? +y?)
ool = () () - e

Ahora veamos los valores para x y y observando la gréafica, x varia desde cero hasta el punto donde se cortan las
circunferencias de bordes seccionados y y varia desde 3/2 hasta x? + y? = (3)?, encontremos el punto donde se
interceptan las circunferencia de bordes punteados.

Sabemos que a este punto le corresponde el valor de y = 3/2, entonces en cualquiera de las dos circunferencias
de radio 3 sustituimos este valor y despejamos x.

3 3 3 3v3
x2+y2 = (3)2’ Slyzz - x2+(—) =9 -5 x2 :9(—) - X = i—z
nos quedamOS con x =

Entonces,

Armando la integral

Procedemos a resolverla

3v3

PR 5 3V3 5 3v3 5 3B
2 2 2 2
—:f [\/9—x2——]dx - f [\/9—x2——]dx - f \/9—x2dx——f dx
w2 J 2 0 2 0 2 Jo
Es necesario saber que
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f 9 —x2dx = 3_{ ’1 - (g)z dx, d;/=33:ccs)isrég)dt -9 f V1 —sin?(t).cos(t) dt =9 f cos?(t)dt,

cos(2t) = cos?(t) — sin?(t)

cos(2t) = 2cosz(t) -1 —f(cos(Zt) +1)dt =
cos?(t) = = (cos(Zt) +1)

9 9 9 9t =
=_ Z = _ — dh
chos(Zt) dt + Zfdt 2fcos(Zt) dt + > dt ==
9 9% 9 9% 9 9t  Xx/3=sin(t)
- Zf cos(h) dh + 5 Z.sm(h) + 57 7 sin(2t) + > ¢ = gin-1 (g),

sin(2t) = 2 sin(t) cos(t) — ;sin <sin—1 (§)> .Cos <sin—1 (g)) + ;sin—l (g) =
_9. -_1x -—lx 9'_1x—
= E_sm <sm (§)> .COs <sm (§)> + E.sm (§) =
= 37)6 cos <sin‘1 (g)) + ;sin_1 (g) ,

cos?(t) = /1 —sin?(t) - ?)Z—x\/l — sin <sin‘1 (g)) .sin (sin™t (g)) + %.sin_l (f) =

3
3x x\2 9 ve X v
== —(5) + 5. sin 1(§)=§' 9—x2+5 sin 1(5)
f\/9—x2dx—— —x2+—51n1(§)
Entonces,
7
I s 1(5)_3_1*_& W3\ 9 (V3 333
YNl 3 x2 4 o.sin™h (3 2k 2 5 5 Sin 5
3 93
T—T (47'[ 3\/§)
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Respuesta:
3v2
A= T (47'[ - 3\/§)

Este ejercicio tiene una dificultad un tanto elevada ya que busca desarrollar la habilidad de interpretar superficies
en tres dimensiones que es donde mas se hizo énfasis, los restantes ejercicios de la guia que involucran
superficies requieren este tipo de analisis y me atreveria a decir como autor que este es tal vez (por poco) el méas
dificil.
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Ejercicio 3: Calcular el area externa del sélido limitado por S;, S; y Ss.
S;: (x2+y%2 =1} Sy {x?+y%+ 2% =4}, Sy: {(x2+y%2+ (z—6)% =9}
Solucioén:
Identificamos las superficies
x2 + y2? = 1 : Cilindro de radio 1 y centrado en el origen, tiene como eje central el eje z.
x% + y? + z% = 4 : Esfera de radio 2 centrada en el origen.
x%+y? + (z—6)? = 9 : Esfera de radio 3 centrada en (0, 0, 6).

Graficamos las superficies.

10

<3

La parte que nos interesa es la siguiente
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Las intercepciones de las esferas con el cilindro son en total 4, pero si tomamos en cuenta solo la zona que nos
interesa, que es la zona del cilindro entre las esferas que tiene como tapas las regiones de las esferas internas en
él, entonces nos quedamos con solo dos planos de intercepcion, procedemos a calcularlos.

x2+y?2=1 x2+y?2=1
{x2+y2+22=4 o z=43, {x2+y2+(z—6)2=9 - z=2(3£V2)

Nos quedamos con los valores

z =13, Z=2(3—\/§)

Se toma el valor de 2(3 — v2) dado que 2(3 + V2) es “mas positivo” y colocaria el plano en la intercepcion
superior de la esfera Ss.

A partir de ahora se consideran entonces las tres siguiente superficies para trabajar.

- -

A2

—

Enfoquémonos primero en la que parece mas facil, esa es A2.

Matematicamente es posible parametrizar el cilindro y hacer la integral del area considerando como variables 9
y z. Pero desde un punto de vista de la ingenieria es importante optimizar tiempo y esfuerzo para conseguir los
resultados, A2 simplemente debe pensarse como el area de un cilindro comun que esté entre dos planos
conocidos, se usa la formula:

Acilinaro = 2Trh
r: radio del cilindro, h: altura del cilindro
Acitinaro = 2m. 1. (2(3 — \/E) — \/§)
A2 = 2n(6 — 2V2 —/3)

Se deja como ejercicio demostrar que este seria el mismo resultado de tomar la parametrizacion cilindrica para
calcular el area.
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Como Al y A3 tendrian la misma region de integracion si se tomara la parametrizacion canoénica para ellas,
entonces tomaremos esa parametrizacion, empecemos parametrizando A3.

X=x é (1)
b= y=vy ’ by = —-X ’ ¢)y_ -y

i k

—X
1 0 ——— x/V4—x*—y?
— — 2 _ 2| _—
(¢xx¢y)— Vd—x2 =y = y//4_x2_y2
1

/4—x2—y2
x 2 y 2 X2+ y%2+4—x%2—y? 2
|¢xx¢y|: < >+< )"’12: 2 2 =
Vi —x?%—y? Vi —x?%—y? d—x-y 4 —x2 —y?

Teniendo en cuenta que la region de integracion es el area encerrada en el plano xy por el cilindro de radio uno.

e[-11, ye [—J1 %2, 1— xZ]

Armando la integral del area
1 Vi-x2

o= losnlamo= [ | s

—x2

dydx

Cambiando a coordenadas polares y considerando la simetria del circulo

x=p-cos @) 5 ¢ 1027]
y = p.sin (9),
Jb=p p € [0,1]
2w 1 /2 1
A3 = Zf f p.dpd?d f f dpd19
- 2 2
\/4 p?cos?(9) — p?sin (19) s 3 Ny

—2p dp = 2t.dt

f . dt, f—dt——fdt=—t=— 4 — p?
V4= p? p.dp = —t.dt

/2 /2

3= —8] [\/4——/02](1)6119= —8] [VE=T1-Va]do = -8.5(V3-2) = 4n(2~3)

0

A3 = 4n(2 —V3)

Terminemos con Al.
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X=x 1 0
_ 0 1
o= y=y Cobe=| x| o= | Y
Z:6—V9—x2—y2 /9—x2—y2 /9—x2—y2
i j k
X
1 0 —/——— —x/{9—x2 —y?
_ — 2 _ 2| _
(¢xx¢y) = 9 J; Yh = —y/\9 — x2 — y?
0 1 ——— 1
4 — x2 — y?

2 2
—x —y
pexpy| = ( > ¥ < ) i1z = _
[ 9:x 4] VI —x2 —y? VI —x%2—y? 9—x%—y? VI —x%2 —y?
Teniendo en cuenta que la region de integracion es el area encerrada en el plano xy por el cilindro de radio uno.

e[-11, ye [—J1 —x2,\1— xZ]

Armando la integral del area

1 Vi1i-x2 3
A1—ff|¢gx¢¢|d(pdz9 ff —————— dydx
V9 —x2 —y?
-1 1-x2

Cambiando a coordenadas polares y considerando la simetria del circulo

x=pcos) 020
y = p.sin (9), pef01]
Jb=1p '
2 1 /2

p.dpd?d
Al = 3f f = 12[
\/9 p?cos?(9) — p?sin?(9) 9 — p?

0
— %2 =¢2
f —2p.dp—2t.dt, f—dt——fdt=—t=— 9 — p?
V9 = p? —t.dt

p-dp =

/2 /2

Al = —12f [w/9—p2](1)d19 - —12f [VoO—1-+v9]dv = —12.%(\/5—3) = 6m(3 — 22)
0

0

Al = 6n(3 - 2v2)

Sumando los tres resultados

A=A1+A2+ 43 =6m(3 —2v2) +2n(6 — 2V2 —V3) + 4n(2 — V/3)

Respuesta:

A =2n(19 — 8V2 — 3V3)
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Ejercicio 4: Calcular el area externa del sélido que resulta de la intercepcion de Sy, S, y Sa.
S;: {(x2 +y?=a?}, Sy: {z+y=2a}, Sy : {z =0}

Solucioén:

Identificamos las superficies

x2 + y? = a? : Cilindro de radio a y centrado en el origen, tiene como eje central el eje z.

z +y = 2a : Plano paralelo al eje x con vector normal a (0, 1, 1).

z = 0 : Plano xy.

Se podria hacer la gréafica en 3D del cilindro con el plano pero esta puede ser laboriosa y no aportar a primera
vista toda la informacion necesaria para el trabajo, en vez de veamos lo que pasa en el plano x=0.

x=0
x24+y2=a?> - 0+y?’=a%? > y=+a
z=2a-y

Con esta informacidn que ya deberia ser facilmente identificable podemos hacer la siguiente grafica

Az

Tengamos en cuenta que son 4 superficies a las que les debemos calcular el area:
Al: Seccion del cilindropara0 <z < a.
A2: Seccion del cilindro para a < z <3a.
A3: S, limitado por el cilindro.
A4: S5 limitado por el cilindro.
Al = 2nrh = 2m.a.(a) » Al = 2ma?

2rm.a.(3a —a
A2 = % = 2ma?
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Para A3 si debemos parametrizar el plano (para los planos siempre es recomendable usar la parametrizacién

candnica).
X=X 17 0
p=| y=y |, qu:[o, ¢>y=[1]
z=2a-y 0. -1
i j k 0
(dexpy)=[1 0 o0 =<1>
0 1 -1 1

|¢xx¢y| =2

Vea que este célculo, incluyendo la parametrizacion eran innecesarios se sabe de ante mano cual es el vector
siempre normal al plano, (0, 1, 1), bastaba tomar este vector y calcularle su médulo.

Y para la regién de integracion:

x € [—a,a], y € [—\/a2 —x2,\Ja? — xz]
Armando la integral

a Vva?-x2

A3 = ﬂ.|¢ﬁx¢¢|d<pd19= ﬁf f 1.dydx
“a _VaZx?

Cambiando a coordenadas polares y considerando la simetria del circulo

x = p.cos (9)
. 9 € [0,2r]
y = p.sin(¥),
Jb=p p € [0,1]

2T a
A3 = \/Ef fp.dpdz? = \/5.271.%2= V2.1 a?
0 0
Por altimo el &rea de un circulo de radio a
A4 = m.a?
Respuesta:

A= A1+ A2 + A3 + A4 = 21ta? + 2ma? + V2.7 a? + 7. a?
A= rtaz(\/i+ 5)

Tal vez el area mas dificil de ver sea A2, esta no es mas que tomar un cilindro completo y cortarlo por una mitad
exacta, de hecho vea que da lo mismo que Al.
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Integrales sobre campos

vectoriales.
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Ejercicio 1: Calcular el flujo del campo F(r) a través de la esfera E en el primer octante, con vector normal de
componente z positiva.

F(r) = (yz,xz,xy), E:x*+y*+2z*=r?

Solucion:

Identificamos la esfera y la graficamos.

Procedemos a parametrizarla con coordenadas esféricas usuales.

x = rsen(u).cos(v) cos(u)cos(v)] —sen(u)sen(v)
¢ = |y =rsen(u).sen(v)|, ¢y = r.|cos(u)sen(v)|, ¢, =T1. [ sen(u) cos(v) ]
z =rcos(u) —sen (u) 0
i j k sen(u) cos (v)
(puxy) = | cos)cos (v)  cos(u)sen(v) —sen (wW)|.r? = |sen(u)sen(v) |.r%sen (u)
—sen(u) sen (v) sen(u)cos (v) 0 cos(u)

Como queremos recorrer solo la parte de la circunferencia que esta en el primer octante

u € [0,%], v E [O,g]

Ahora tomamos el campo vectorial y lo componemos con la parametrizacion

sen(u) sen(v)cos (u) sen(v)cos (u)
(F o @) = r2.| sen(u) cos(v) cos (u) | = r2.sen(u). cos(v) cos (u)
sen?(u) cos(v) sen(v) sen(u) cos(v) sen(v)

Recordando que

73
Oj OJ(F o d). ( Py x ¢y )dudv
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Procedemos a hacer el producto punto primero para luego colocar el resultado en la integral

sen(u) cos(v) sen(v) cos(u)

sen(v) cos(u) sen(u) cos(v)
(F o ¢). ( Py x (;bv) = r*.sen?(u). cos(v) cos(u) .|sen(u)sen(v)

= r* sen?(u). (sen(v) cos(u) sen(u) cos(v) +
+ cos(v) cos(u)sen(u)sen(v) + sen(u) cos(v) sen(v) cos(u)) =

= r*.sen?(u). (3.sen(w) cos(u)sen(v) cos(v)) =

= 3.r*. sen’(w). (E sen(u) cos(w). gsen(v) cos(v)) =

= Z.r‘*. sen?(u). (2.sen(u) cos(w)). (2.sen(v) cos(v)) =

3
= Z.r‘*. sen?(u).sen(2u).sen (2v)

Armando la integral

n
2
4

3t (7 (2 3r
1= Tf f sen?(u).sen(2u).sen (2v) dudv = Tf sen?(u).sen(2u)du.
o Jo
0

sen (2v) dv

o — iy

- 2
fsen(Zv) dv = COSZ( v)
fsenz(u) sen(2u)du = Zfsen3(u) cos(u) du sen(u) =t th3dt _t_ sentw)
' B ' ’ cos(u) du = dt 27 2

3r4 [sen;(u)ﬁ- [—cos (Zv)]% _ STr‘*. E] ] = 3;4

= —.
2

4 0

Respuesta:
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Ejercicio 2: Sea F un campo vectorial hallar el flujo de F a través de la superficie S que es frontera del conjunto
Q.

F(r) = (3x2,5y2,62), Q= {(x, y,z) ER? : 3z <\x%2+y2?, 18z > x% + yz}
Donde S esta orientada con la normal que apunta hacia el interior de Q.

Solucion:

Para entender que son estas superficies que nos dieron es bueno hacer el analisis por planos que hemos venido
practicando. Primero tengamos presente a que se parecen las superficies que nos dieron.

3z < {x2+y2 > 32 <x?+4+y%2 - (2)? < (5) + (g) ,z > 0 tiene similitud con los conos ya estudiados

x24y2

18z=>x*+y% > z 2> .

Parece ser un paraboloide

Lo que puede causar confusién son los valores de 3 (para el extrafio cono) y 18 (para el extrafio paraboloide)
ademas de los signos de desigualdades.

Para los nimeros 3 y 18, estos no son mas que alteraciones en la estructura del cono ordinario y el paraboloide
ordinario respectivamente, lo que hacen estos valores es hacer que el cono o el paraboloide crezcan mas rapido o
mas lento, si el término divide a la expresion x2 + y? (de cualquiera de las dos formas, sea como se escribid
para el cono o para el paraboloide) lo que hace es que este crezca mas lento, si estuviera multiplicando creciera
mas rapido.

Las desigualdades lo que se refieren es a zonas del espacio que estan limitadas por estas figuras algo asi como:
estoy en la zona por arriba del cono o estoy por debajo del paraboloide, por dar algunos ejemplos.

Estos analisis pueden ser comprobados tomando

x=0

18z > y? >
Z y—>z 18

Identificamos asi dos rectas y una parabola que viven en yz seria conveniente saber donde se interceptan

2 2 y=0
z=2, z=42 > L =12 L3246y > y246y=0 > y(y+6)=0 >{y=6
18 3 18 "3 S = 6

Con toda esta informacion podemos hacer el siguiente grafico
LY W

5




La zona por encima a los trazos de la parabola y por debajo de las rectas rojas (que recuerden son el paraboloide
y el cono respectivamente) es la zona de interés, si se realiza el analisis de manera similar para y=0 (que no es
sumamente necesario) se podra ver el mismo comportamiento en ese plano, con toda esta informacion se puede

hacer la gréfica 3D.

Entonces la idea es que hay un campo de vectores que atraviesa la capa verde (paraboloide) que esta por debajo
de la capa roja (cono) y a la capa roja que esta por encima de la verde, son dos superficies que deben ser
parametrizadas, y la intercepcion se ve en el plano xy como una circunferencia de radio 6, al final los flujos que
pasan por cada superficie se suman.

Los conos y paraboloides son recomendables parametrizarlos con coordenadas cilindricas

Tener cuidado de que para hallar la z en ambas parametrizaciones se deben sustituir x = p.cos () yy =
p.sen (9) en la expresion del campo escalar que modela a la superficie.

x = p.cos (9) cos (9) —p.sen (9)
beono = P1 = |y = p.sen (9)], b1p = sen(¥) |, $19 = [ p.cos (9) ]
z=p/3 1/3 0
L J k —p.cos(¥)/3 —p.cos(¥)/3
(brpxdug)=| cos@®  sen® 1/3|=| —psen®/3  |=|-p.sen(®)/3
—p.sen(¥) p.cos(®) O p.cos?(9) + p.sen? (V) p
p —cos(¥9)
=3 !—sen(ﬁ)]
3

Antes de continuar veamos si este vector normal es el que necesitamos. Si la superficie S debe estar orientada
hacia adentro entonces el vector normal del cono debe tener componente z negativa y no positiva, entonces el
vector que necesitamos es el siguiente:

p cos(¥9)
(prox b1p) =3 [sen(ﬁ)]
-3
3.p2. cos? (V) 3.p.cos?(9)
(F o ¢1) = |5.p% sen?(¥) | = p.|5. p. sen?(9)
2p 2
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2
(F o d0). (10 % b15) =5 [5.p. sen?(9) |- [sen(9) | = 5 (Bpcos?(®) + 5psin’(®) - 6)

3.p.cos?(9) \cos(ﬁ)] 2
2 -3

Recordar que los valores para p y 9 varian segin nos moviéramos por un cilindro centrado en el origen con eje
de simetria el eje z y radio 6, ya que existe una relacién directa entre el radio y la altura en la parametrizacion.

9 € [0,2m], p € [0,6]

La integral quedaria

2T 6

2
j f% (3pcos3(9) + 5psin3(9) — 6) dpdd

Es tentador realizar la integral de una vez pero dada ciertas similitudes entre los dominios de integracién y las
figuras realizaremos la segunda parametrizacion y veremos qué nos queda, antes de hacer los célculos integrales,
gue bien pudieran hacerse de una vez.

x = p..cos (9) cos (9) —p.sen (9)
®paravotoidze = P2 = |V = p-sen @), $2p = sen(¥9) |, $29 = [ p-cos (V) ]
z=p?/18 p/9 0
L J k —p?.cos(9)/9 —p?.cos(9)/9
( $op X ¢219) = | cos(®) sen(¥) p/9| = —p?.sen(9)/9 = |—pZ?.sen(9)/9
—p.sen(¥) p.cos(¥) 0 p.cos?(9) + p.sen? (V) p
p.cos(9)
= [p sen(ﬁ)]
Véase que este vector si apunta hacia el interior de S
3. p2.cos?(¥) 3.cos%(9)
(F o ¢p,) = [5.p2%. sen?(9) | = p2.|5.sen?(9)
p?/3 1/3
—p3 3.cos2(9)| [p.cos(¥9) _p3
(F o ¢y). ( bop x ¢219) =5 5.sen?(9)|. [p.sen(ﬁ)] = (3pcos3 () + 5psin3 (V) — 3)
1/3 -9

Son los mismos valores para 9 y p (recordar el porqué)
9 € [0,2m], p € [0,6]

La integral quedaria

2w 6

_ .3
f pr (3pcos3(9) + 5psin3(9) — 3) dpdV

Por las propiedades de las integrales y recordando que los flujos al final se sumaran, porque se esta buscando el
flujo total, tenemos
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2w 6
3 2
= f f [—% (3pcos3(9) + 5psin3(9) —3) + % (3pcos3(9) + 5psin3(9) — 6)| dpd9 =

21T 6

f J’[__ (3pcos?(®) + 5psin®(9)) + 3. < >+— (3pcos3(9) + 5psin®(9)) — 6. <P2>] dpd9 =

2T 6

3 3 2
j f [—% (3pcos®(9) + 5psin®(9)) + % + % (3pcos3(9) + 5psin®(9)) — ZpZ] dpdd =

2m

6
f f [(3pcos3(19) + 5psin®(9)). (—% + 3 + 5 ZpZ] dpdd =

2w 6
f f [ (3cos3(9) + 5sin®(9)). <—%+%> +% - ZpZ] dpdd =

e ot p3\ B 1
f f (3cos3(9) + 5sin®(9)). <—? + ?> + o 2p?%| dpdd =
0o 0 - -
2T 6 i

p® p* P’
J f e 2p? + (3cos®(9) + 5sin®(9)). <—? + ?> dpdd =
0o 0 - -

Para integrar respecto a p el término (3cos3(19) + 5sin3 (19)) es una constante que podemos llamar a

f”p?_zl) +a<——+ )]ddﬁ f 36—aﬁ)d19=

71( 36 — (3cos3(¥) + 5sin3(9)). ﬁ) 49 =
0

2T 324 2T
—36] dd _Tf (3cos3(9) + 5sin®(9)) d9 =
0

21 21T 21T
324
—36f dg - 3.j cos3(9) dY + 5.] sin®(9) dY
0 0 0

Sabiendo que el seno y el coseno (sin importar a que potencia IMPAR estén elevados) integrados en su periodo
dan cero

1404
I =-36 dﬁ—T.O =-72m

Respuesta:
II=-72n
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Ejercicio 3: Calcular el flujo del campo vectorial F a través del volumen que resulta de interceptar las
superficies Sy y S,, para S; un vector normal saliente y para S, un vector normal entrante.

F(r) = (x,0,—2), S;:{z=6—x%—y?}, Sy {z = \/m}
Solucion:
Identificamos las superficies:
z=6—x2—y%2> (6—12)=x%+y?
(6 — z) = x? + y? : Paraboloide centrado en (0, 0, 6), crece hacia abajo.

z = ,/x% 4+ y2 : Cono centrado en el origen, crece hacia arriba.

Vemos donde de interceptan buscando primero el valor de z.

z = 2 (tomamos este)

{(6—Z)=x2+y2
z=-3

22 = x? + y? -~ 22 =(6-2) —>ZZ+Z—6=O—>{
(6-2)=x2+y* - (6-2)=x*+y*> - x*+y? =27
En el plano xy la intercepcion se ve como una circunferencia de radio 2

Graficamos las superficies

Empezamos parametrizando la parébola

x = p.cos (I9) cos (9) —p.sen (9)
®paraboloidze = P1 = [V = pP-Sen @], b1p = lsen(ﬁ)] ’ $29 = [ p.cos (I9) ]
z=6-—p? —2p 0
[ Ji k 2p2%.cos(9)
(¢1p x ¢119) = | cos(¥) sen(9) —2p| = |2p?.sen(9)
—p.sen(¥) p.cos(®¥) O p

Vea que el vector es saliente a la superficie, entonces el otro vector que encontremos también debera serlo.
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p.cos(9)
(Feo¢py) = [ 0 ]
p*—6

p.cos(9)1 |[2p2%. cos(9)
(F o ). ( $h1p X ¢119) = ! 20 ] 2p2.sen(9)| = 2p3.cos*(9) + p* — 6p = p3(2.cos*(¥) + 1) — 6p
pe—6 p

Ahora, la formacion de la parabola inicia en el punto donde esta centrado su origen, por lo que los valores de p
van desde que la parabola era pequefia hasta que crecio, en nuestro caso crece hasta p = 2, que es el radio de la
circunferencia en el espacio a una altura z=2 (que era la curva de intercepcion de las superficies), teniendo eso
en cuenta y recordando Theta

€ [0,2], 9 € [0,2m]

La primera integral de flujo es:

2 2 2

I, = f fp (2.cos?(9) + 1) — 6p dpd¥9 = f [— (2.cos?(9) +1)—3p ] do
0
2T

2
=f (2 (2.cos?(¥) +1) - 3. 22> d19—8f cos?(9) d19+4f d19—12f d9 = —
0

0

Parametrizamos ahora el cono

x = p.cos (9) cos (9)] —p.sen (9)
Pcono = P2 = [y = p.sen (79)] , ¢2p = [sen(ﬁ) , Doy = [ p.cos (19) ]
z=p 1 0
i j k —p.cos(9)
( ¢2p X qbw) = | cos(¥) sen(¥) 1= [—p. sen (19)]
—p.sen(¥) p.cos(¥) O p

Vea que el vector es entrante a la superficie, debemos considerar el vector que resulta de producto cruz inverso.

p.cos(9)
( o9 X ¢2p) [P sen (19)]
p-cos(9)
(Fogy) = [ 0 ]
=P

p. cos(19) p.cos(V9)
(F o ¢q). ( $1p x ¢119 [ ] [P sen (19)] p*cos*(9) + p?

Deseando recorrer la superficie del cono desde el origen hasta z=2 tenemos
p €10,2], 9 € [0,2m]

Asi la segunda integral del flujo queda como
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2 2w 2 2

2
23
I, = p2cos?(9) + p? dpdd = p?.(cos?(®) +1)d9 = | —.(cos?(¥) +1) dd

0
21

4

21
8
cos?(9)d9 + §f d9 = 8w
0 0

Respuesta:

nH=I4+1,=-8t+8r =0
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Ejercicio 4: Encontrar el flujo del campo F a través del sélido formado por las superficies Sy, S, ¥ S3

F(r) = (x,y,2), Sl:{z=2+(xzzfy2)}, Sy {x? + (y — 4)2 = 4},
Sy:{x?+(y—4)2<4siz=1}
Si la superficie esta orientada hacia el exterior
Solucion:

Identificamos las superficies

2 2
z=2+ @ : Paraboloide centrado en (0, 0, 2,), crece hacia valores positivos de z, crece mas lento en un
factor de 8.

x% + (y — 4)? = 4: Cilindro centrado en (0, 4, 0) de radio 2 con eje central paralelo al eje z.
x%2 + (y — 4)? < 4 si z = 1: Circulo centrado en (0, 4, 1) de radio 2 con vector normal paralelo al eje z.

Con esta informacion se tiene suficiente para hacer una grafica aproximada que nos ayude

En esta imagen el plano morado representa el plano z = 1 donde vive el circulo que “tapa” a nuestro sélido
inferiormente.

Teniendo claro que son tres parametrizaciones que debemos hacer iniciamos con el paraboloide

X=X 0
y=y L
¢paraboloide =¢= (xZ + yZ) , b = 01, (;by = 1
2=24+——Fg— x/4 y/4

(pexpy)=1[1 0 x/4|=|-y/4

i j ok [—x/4]
0 1 y/4 1
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Vea que este vector es saliente a nuestra superficie de interés

Interceptamos el campo con la parametrizacion

x
y
(Fog) = 2+(x2+y2)
8
X /4
y N —x*_y? (& +y%) (o +y%)
(F°¢)-(¢xx¢y): 2+(x2+y2) '[_}1/4]=T_I+Z+T:2_T

8

En las parametrizaciones candnicas nos movemos sobre la “mancha” en el plano xy que deja la zona de interés,
para los valores de x tomo el valor de y donde esta centrado el cilindro y lo sustituyo en la misma expresién del
cilindro, para los valores de y despejo la x de la expresion del cilindro y asi

x€e[-22], yE€ [4 ~Ja—x2, 4+ Ja- x2]

Armamos la integral del primer flujo

2 44V4—x2

I, = f f [2 - @] dydx

Cambiando a coordenadas polares, y teniendo en cuenta que la variable y esta desplazada 4 unidades en su
propio eje

x = p.cos (9)

. 9 € [0,2m]
y = p.sin(Y) + 4,
Jb=p p €10,2]
2m 2 ,
= f fp- [2 B ((p.cos (9))% + (p.sin(9) + 4)?) dpdd =
00 8
2w 2

dpd9 = —m

= —f fp.[%+p.sin(19)
0 0

Continuemos con el cilindro

x = 2cos (V) —2sen(V) 0
/1=[y ) Ay = [Zcos (19)], Ay, = [0]

= 2sen(9) + 4
zZ=2z 0 1
i j k 2 cos(9)
( Ay x Ay) = |-2sen(¥) 2cos(®¥) 0|= [2sen()
0 0 1 0

Vea que este vector es saliente a nuestra superficie de interés
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Interceptamos el campo con la parametrizacion

2cos(9)
2sen(9) + 4
z

(Fod) =

2cos(9)

2 cos(9)
(Fon).(Agx Ay) [2587’1(19) + 4.

Zsen(ﬁ)] = 4 4 8sen(V)
0

Ahora bien, es facil ver los valores para Theta, pero los de z no son triviales tenga presente que el cilindro que
nos interesa va desde z=1 hasta los z del paraboloide, esto implica tomar el paraboloide e interceptarlo con la
parametrizacidon para saber como se ve este en el “nuevo universo” definido por nuestra A.

(x2+y?) I, ((2cos(9))? + (2sen(¥) + 4)?)

z=2+ 3 = 3 =§+Zsen(19)
Con esta informacién podemaos definir el dominio de la parametrizacion
9
9 €[0,2m], Z € [1,5 + 2sen(9)
Armando la integral
9+Zsen(19))
f f (4 + 8sen(V9)) dzd?9 = 44m
Por altimo el circulo
x = p.cos(9) cos(9) —psen(V)
= |y = p.sen(9) + 4|, E, = Sen(ﬁ)], Eyg = | pcos(9) ]
z=1 0 0

i k
(Ep X Eﬁ) = | cos(¥) sen(19) 0 [ ]
—p.sen(¥) p.cos(¥) O

Vea que este vector no es saliente a nuestra superficie de interés, entonces se considera

(EgxE, ) = [_gp]

Interceptamos el campo con la parametrizacion

p.cos(9)
(FoE) =|p.sen(®) + 4
1
p-cos(V9) 0
(FoE).(EgxE,) = [p Sen(ﬁ)+4 0 ] =—p
—p

No deberia ser dificil ver que

9 € [0,2m], p €10,2]
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Armando la integral

21 2
I =j f—pdpdﬁ=—47r
00

Respuesta:
II = —m+ 44m — 4 = 391
Hagamos un repaso de las técnicas usadas en este ejercicio.

Primero que nada se escogi6 la parametrizacidn canonica para el paraboloide, dada la facilidad de poder integrar
sobre la “mancha” que deja en el plano Xy, con la parametrizacion cilindrica se tienen mejores resultados cuando
la integracidn se realiza con alguno de los ejes x, y 0 z como eje central, seria buen ejercicio tratar de calcular el
flujo I1; usando coordenadas cilindricas. En segundo lugar tenga en cuenta el hecho de que al parametrizar
superficies que no estan centradas en el origen la coordenada desplazada debe desplazarse también en la
parametrizacion como vimos anteriormente, esto claro si se desea que Theta y Ro actlien a como estamos
acostumbrados, con Ro naciendo desde el “origen” del objeto y Theta dando una vuelta de 360°. Por ultimo vale
la pena mencionar que estos calculos solo tienen sentido cuando la superficie esta orientada, esto es, que todas
las otras superficies que se interceptan para formarla tienen vectores normales que van en una misma direccion,
0 todos apuntan dentro o todos apuntan fuera.
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Integrales sobre campos

escalares.
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Ejercicio 1: Calcular el centro de masa de la porcion de la esfera no homogénea de radio a situada en el primer
octante.

La densidad en la esfera esta dada por el siguiente campo escalar

o(x,y,z) = z*.sen (2. tan™! (%)) + 2xy

Se recomienda hacer una parametrizacion por coordenadas esféricas.
Solucién:

Lo primero es calcular la masa de la porcion de esfera, para esto parametrizamos la esfera y encontramos el
modulo del vector producto fundamental

x = acos(9).cos(p) —a.sin(9) .cos(p) —a.cos(9) .sin(p)
¢ = |y =asen(¥).cos(p)|, Py = [ a.cos(9).cos(p) |, ¢ = —a.sin(9) .sin(p)
z = asen(¢p) 0 a.cos(¢p)
i j k cos(¥9).cos()
(poxoy,) = —sin(?) cos(9) 0 |.a%cos(p) = |cos(g).sin()|.a%cos(¢p)
—cos(9) .sin(p) —sin(¥9).sin(p) cos(p) sin(p)

| Py x ¢¢| = a2c05(<p).\/cosz(19) .cos?(@) + cos?(p) .sin?(9) + sin?(p) =
= a?cos(¢)./cos?(@) . (cos2(9) + sin2(9)) + sin2(¢) = a?cos(p)

Procedemos interceptar el campo escalar que indica la densidad superficial de la esfera con la parametrizacién

a sin(9) .cos(¢p)
acos(¥).cos(p)

(00 ¢) = (a.sin(p))?.sen <2. tan™! ( >> + 2.acos(¥9).cos(@).asin(¥9).cos(p) =

sin(9)
cos (V)

= a?.sin’(¢).sen (2. tan™! < )) + a?. (2 sin(9) cos(9)).cos?*(p) =

= a?(sin?(¢p) .sen(2.tan™(tan(9))) + sin(29) .cos?(¢)) =
= a?(sin?(@) . sen(29) + sin(29) . cos?(@)) = a?.sen(29). (sin?(9) + cos(p)) = a?.sen(29)
(0 0 ¢) = a®.sen(29)
Y no deberfa ser dificil ver que
9 € [0,m/2], ¢ € [0,m/2]

Armando la integral de masa

a?.sen(29).a?. cos(¢) dedd =

O —— Nl

T
2
= |
0

T L
2

m T
2 2 >
= a4f f sen(29).cos(p) dpdd = a4fsen(219)d19fcos((p)dg0 —ag* 11 =qg*

00 2 o
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Ahora calculemos las coordenadas del centro de masa

Coordenada x

737
B %ffx'a ds = %f f(a cos(9) .cos(9)). (a* . sen(29)) dpdd =
00

X
a
EE i ‘
- Z_f f(Sen(Zﬁ). cos(9)). (cos(¢)) depdd = Ef sen(29).cos(8) df f cos(p) dp =
00 0 °
1 —2co0s?(9) z 5 2
—a-[ |, e = 5

Coordenada y

732
1 1
y = y.ods =— (a. sen(?9) .cos((p)). (az.sen(Zﬁ)) dedd =

T
2

T
2
1] (20).sen(9) a8 [ cos(p) do = -
— | sen(29).sen cos(¢) dg = =
0 0

Coordenada z

: 1
Z= %ffz.a ds = %! !(a.sen(qo)). (a?.sen(29)) dodd =

T
2

1
sen(29) d9 f sen(p) dp = 2
0

—_
S ——Ia

Respuesta:

S YT T

Vea que si la densidad superficial no es constante entonces no se pueden asumir similitudes entre las
coordenadas del centro de masa dada la simetria de la figura.
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Ejercicio 2: Calcular las coordenadas del centro de masa de un casquete esférico homogéneo de la esfera
x2 + y? + z? = r? Interceptada con el plano z=a, a>0.
Solucioén:

Graficamos las superficies en cuestion.

Lo primero es encontrar la masa de la esfera, sabemos que esto es ver el efecto del campo escalar de la densidad
superficial de la esfera sobre la superficie que resulta de la intercepcion, tengamos en cuenta que la densidad
superficial es una constante dado que la esfera es homogénea, esto es:

M= ff(ao¢).|¢,9x¢(p|d<pdl9

Donde o es el campo escalar de la densidad superficial y la integral se realiza sobre toda la esfera (si se quisiera
su masa total) o sobre el casquete (que es lo que se pide).

Parametrizamos la esfera y encontramos el modulo del vector producto fundamental

0 1
¢ = y2=y 2]» b = —-X , (»by = -y
J— — 2_ —_—
Z = 4T X y r2 —x2 — y? /r—xz—yz
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Como o = Cte, entonces
(cop) =Cte=k

La integral debe realizarse solo sobre la “mancha” en el plano Xy, para esto debemos interceptar la esfera con el
plano analiticamente.

{x2+y2+zz= r2

S 24y 4al=12 » x24+y2=12—q2 > x24y?= ( rz_az)z
z=a

Si lo vemos graficamente

Las variables de integracion serian

X € [—\/rz —a?,\r? - az], y € [—\/rz —x2 —y2,\/r2 — x2 —yz]
La masa del casquete es

VrZz—gZ r?-x%-y?
k.r
L L
2 _ 42 42
yz,/r x? -y

—VrZ-aZ - [rZ—x2-

dydx

Cambiando a coordenadas polares

x = p.cos (I9) 9 € [0,27]

y = p'Sln (19)1 2 2
Jb=p pe[O,\/r —a]
2nVr2-a?

M= k.rf f P 4pd9 = 2nkr(r — a)

o1



Ahora pasamos a calcular la posicion del centro de masa, recordando que por simetria

x=y=0
Entonces

Vrz—qZz r?-x?-y?

_ 1ff s = k f J‘ Z.1 dvd
M 29 S_anr(r—a) [r2 = x2 — 2 yox

—VrZ=a? —[rZ-x2-y2

Aqui la pregunta puede ser ;Qué hacemos con z? y es simple, por la parametrizacion z = /r? — x? — y?

Vrz—aZ ri-x?-y?
s | | e
2n(r —a) — x2 — y
—rZ=a? —[rZ-x7-y2

VrZz—aZ r?-x?-y?
1
= = f f 1 dydx

—VrZ=a? —[rZ—x2-y2

Z =

dydx =

Tengamos presente que el siguiente término no es otra cosa que el area del circulo sobre el que estamos
integrando

N AN o
1dydx = n(r? — a?)

—VrZZa? — [rZ-x2—y2

Finalmente
_ n(?—a®) a+r
Z= 2n(r—a) 2
Respuesta:
a+r
x=0, y=0, 7= >

Se deja como ejercicio rehacer este problema utilizando la parametrizacion esférica y tomando los siguientes
valores

Respuesta:

=
Il
>
<
Il
>
N



Campos conservativos.

53



Aunque esta seccion posee solo dos ejercicios sobre campos conservativos (debido a la facilidad en cuanto a la
resolucion de ejercicios), vale la pena tomarnos un momento para analizar este tema mas a fondo, y sobre todo
entender la relacion que guarda con algunos conceptos fisicos interesantes.

Por campos vectoriales siempre hemos tenido presente una idea intuitiva en cuanto a lo que son: un mar de
infinitas flechas que se mueven de alguna forma en el espacio o en el plano, estos son algunos ejemplo

Imagen 1 Imagen 2

Imagen 3 Imagen 4

Aunque esta idea intuitiva es Gtil, para poder trabajar con los campos es necesario tener a la mano una definicion
matematica clara. Los campos vectoriales no son mas que una funcién F que cumple

F:R™ > R™
En nuestro caso por lo general tendremos campos que se van a restringir a lo siguiente
F(x,y):R?> > R? 6 F(x,y,2z):R® > R3

Esto debido a que vemos un curso de matematicas para aplicaciones en ingenieria, entonces estaremos en dos 0
tres dimensiones.

Por otro lado los campos escalares son funciones f de la forma
f:R" >R
Para ingenieria trabajamos con

f.y):R* >R y f(x,y,2):R* >R
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Las graficas de un campo escalar de la forma f(x, y) se ven como las habituales superficies con las que hemos
venido trabajando, y para analizar este tipo de campos por lo general se utilizan las curvas de nivel, a
continuacion un ejemplo

floy) =x*+y?

rd

La gréafica del campo esté en color verde, y las curvas de nivel son las circunferencias en el plano xy

Si el campo escalar es de la forma f (x, y, z) entonces ya no existe solo una superficie si no que existen infinitas
superficies que representan al campo, estan son entonces superficies de nivel, un ejemplo es

f(x,y,z) = x* + y? + z2

Un caso particular es tomar el campo e igualarlo a una constante, de aqui se deriva la superficie comdn de una
esfera.

Ahora bien, ya que conocemos sobre campos escalares y vectoriales veamos algo interesante en las imagenes 1y
2, aqui el campo parece ir siempre en una misa direccién, este no cambia de rumbo, en cambio en las imagenes 2

y 4 parece que esta rotando o de alguna forma gira en el espacio.
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La teoria de los campos conservativos trata justamente estos fendmenos en los campos, al calcular el rotacional
de un campo vectorial el resultado de la operacion nos puede dar una buena idea sobre si este campo esta girando
en el espacio o0 no. Si un campo gira en el espacio entonces el resultado de su rotacional sera otro campo
vectorial que me dice que tanto o como gira el primero, si esta idea parece muy abstracta recuerde la expresion
fisica para el torque y el significado del resultado.

- - =
T=rxF

El vector 7 da una buena idea de que tanto ha rotado el vector # hacia el vector F considerando la orientacion y
la magnitud de 7.

Aplicar un rotacional es lo mismo solo que el resultado es todo un campo vectorial, hagamos un ejemplo gréfico.
Tomemos el siguiente campo vectorial
F(r) = (-y*x%0)

Tratemos de graficar algunas de las lineas de campo, este solo vive en xy.

Con solo graficar estas lineas pareciera que el campo esta rotando. Calculamos el rotacional usando la técnica
del determinante

i j k
VxF 0 0 9 8
x = -_ - - =
d dy 0z
2x+y)
_y2 X2 0 y

El grafico de VxF es el siguiente
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Analicemos un momento el campo obtenido, vea que a medida que nos alejamos del origen los vectores
aumentan su médulo, esto significa que si estuviéramos parados en el campo F y se caminara en direccion
contraria al origen sentiriamos como el “remolino” de vectores cada vez aumenta su fuerza, asi es como uno
pudiera analizar el resultado de los rotacionales.

La verdad es que casi nunca se trabajara con las gréficas de los campos o sus rotacionales ya que estos no son
siempre faciles de dibujar, lo que si tendremos es la expresion analitica y su significado.

Ya vemos que pasa cuando se obtiene el rotacional de un campo, pero la pregunta que debemos hacernos ahora
es: ¢qué significa que el campo no rote?

Cuando un campo arroja como rotacional el vector 0, significa que este no tiene la tendencia a girar en el
espacio, se dice que un campo con esta caracteristica es conservativo, lo interesante de todo esto es que si un
campo es conservativo, existe un campo escalar tal que al aplicarle el gradiente dara como resultado el campo
vectorial original. Matematicamente esto es:

SiVxF = (0,000 » 3f| Vf=F@)
Al campo f se le conoce como el potencial de F.

Otro punto importante es que si uno se dispone a calcular una integral de linea dentro de un campo vectorial que
es conservativo basta con tomar su campo potencial, evaluarlo en el punto final de la trayectoria y restarle el
campo (potencial) evaluado en el punto inicial, el resultado sera el trabajo necesario para mover una particula
desde ese punto inicial al punto final.

w =f F.dl = f(P;) - f(P)

Ahora veamos algunos modelos fisicos que pueden ser analizados con estos conocimientos.

Un caso de un campo conservativo en la naturaleza es el campo eléctrico irradiado de cuerpos cargados positiva
0 negativamente. Fisicamente se debe haber presentado como

q

F=—9 ¢
4me. 12 )
Y también se habra mencionado el potencial eléctrico
. q
4me.r

Por Gltimo una de las ecuaciones que los relacionan
b
fﬁ.di: —(V(b) - V(a))
a

Donde V es el campo escalar que cumple —VV = E

Bien, pues estos no son mas que casos particulares de campos vectoriales y potenciales, la duda pudiera ser
¢Donde esta la expresion que depende de x, y y z, a la que operacionalmente estamos tan acostumbrados?

La verdad es que un vector de posicion radial respecto al origen se puede escribir como
7= (x,y,2) =xi +yj+zk

Esta notacion es muy usada en fisica. Si ademas lo hiciéramos unitario tendriamos

X, v,z xt +yj + zk
7= *7.2) = Y] |l =7r =x?+y2+ 22

\/x2+y2+zz_\/x2+y2+zz'
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Ahora el campo eléctrico y el potencial pueden lucirnos mateméaticamente mas familiar

q q
) ) ) V ) ) =
4me. (x2 + y? + z2) *.3,2) *x.3,2) Ame.Jx2 + y2 + 22

F?(x, V,Z) =

Como es mas practico presentar E y V en funcién de una sola variable, usualmente se deja con la expresion de r.

Igualmente estos campos tienen sus graficas en el espacio, las lineas de campo vectorial de de E lucen de manera
similar a las de la imagen 1y las famosas superficies equipotenciales no son mas que las superficies de nivel del
campo V(x, v, z), que recordemos (si provienen de una carga puntual positiva) se ven de manera esférica.

Ahora la expresion

-V(b) -V(a)

b
fﬁ.di
a

El signo menos parece contradecir la teoria de campos conservativos, la verdad es que por tratarse de un campo
eléctrico que existe en la vida real, y ya que la ecuacion describe un fendmeno de la naturaleza y no es un
concepto adstrato (que son los que trata la matematica), entonces el signo menos debe colocarse ya que a medida
gue me alejo de la fuente de campo , tal vez caminando sobre uno de los vectores (esto es de cierta forma el
miembro izquierdo de la ecuacidn) me daré cuenta que las superficies equipotenciales van perdiendo potencial
eléctrico, esto es que va disminuyendo la intensidad del campo escalar. Esto si se quiere ver desde el punto de
vista fisico, se invita al lector a comprobar mateméaticamente (cuando le sea posible) aplicar el gradiente al

campo V(x,y, z) y que en efecto —VV = E.
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Ejercicio 1: Dado el campo vectorial F(r), demuestre que es un campo conservativo y encuentre un potencial
para F(r)

F(r) = 2xy — z.sen(xz) + 1,x% + z.cos(zy) , —x.sen(xz) + y. cos(zy))

Luego de esto calcule el trabajo total realizado por el campo F para mover una particula desde el punto a hasta
el punto b

a=21,m/2), b=(021)
Solucion:

Si el campo F es conservativo, entonces su rotacional daré cero, esto significa que el campo no rota en el
espacio y por lo tanto tiene un campo escalar f asociado tal que gra(f)=F.

A=2xy—zsen(xz) +1
F = B = x? + z.cos(zy)
C = —x.sen(xz) + y.cos(zy)

i j k
F xF d 0 d
rot(F) = VxF = 0x dy 0z -

2xy —z.sen(xz) +1 x? + z.cos(zy) —x.sen(xz) + y.cos(zy)

d d
@ (—x.sen(xz) + y.cos(zy)) — FP (x? + z.cos(zy))

0
=3, (2xy — z.sen(xz) + 1) — a(—x. sen(xz) + y.cos(zy))| = [0]

0 0
— (2 - —
% (x* + z.cos(zy)) 3y (2xy — z.sen(xz) + 1)

En efecto el campo no rota, asi que existe un campo escalar asociado a F, este campo cumple lo siguiente
grad(f) =Vf =F(r)

Desde el punto de vista de ecuaciones esto es

of
a_A
9

of g
ay

of
E‘C

Si integramos parcialmente cualquiera de las componentes del campo F respecto a x (si se trata de A), y (si se
trata de B) o z (si se trata de C) tendremos inmediatamente el campo f solo que debido a la integracion
aparecera una constante que no es mas que una funcién que dependeras de las variables respecto a las cuales no
se integro, utilizando el hecho de que disponemos de las otras ecuaciones del campo F las cuales no se tocaron
para integrar (deben ser 2 ecuaciones las que sobraran, solo se integra una) podremos encontrar el valor de esa
constante/funcion para terminar de hallar f(x,y, z).

Iniciamos tomando la siguiente ecuacion (por eleccidn arbitraria)

af af
a—A - i 2xy — z.sen(xz) + 1
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Integramos respecto a X
fx,y,2) = f(ny —z.sen(xz) + 1) dx = yx? + cos(xz) + x + a(y, z)

f(x,y,2) = yx? + cos(xz) + x + a(y, z)

Si tomo esta expresion (que ya es el campo f pedido solo que esta incompleto) y la derivo respecto a y
tendremos

of 5
@ =x°+ay(y,2)

Pero recordemos que tenemos otra expresion para df /dy dada por la definicion del campo F, esta es

af )
@ = x* + z.cos(zy)

Si igualamos ambas expresiones tendremos
x*+a,(y,z) = x* + z.cos(zy) = a,(y,z) =z cos(zy)
Integrando ambos lados respecto a y
a(y,z) = sen(zy) + B(2)
De la integracion respecto a y sale una constante que es una funcion que solo depende de z esa es (z)
El campo f ya va tomando més forma
f(x,y,2) = yx? + cos(xz) + x + sen(zy) + f(z)

Pero aun falta encontrar la constante, para esto repetimos el proceso anterior pero respecto a z

0
0_]; = y.cos(yz) — x.sen(zx) + B'(2)
Y por la definicion de F

0
a—]Zc = —x.sen(xz) + y.cos(zy)

Igualando
y.cos(yz) — x.sen(zx) + B'(z) = —x.sen(xz) + y.cos(zy) - B'(z)=0 - B(z) =cte=k
Finalmente
f(x,y,2z) = yx? + cos(xz) + x + sen(zy) + k,k € R

Para calcular el trabajo recordemos que el campo es conservativo, entonces se cumple
w =f Fdl=fb) = f(a) » f(b)=1+sen(®)+k  fla)=6+k » W =sen(2)—5
Cc

Respuesta:

f(x,y,2) = yx? + cos(xz) + x + sen(zy) + k, keR, W=sen(2)-5
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Ejercicio 2: Sea F un campo vectorial, determinar los valores de a y b para que este sea conservativo, una vez
encontrados esos valores calcular 1.

F(r) = ((a + b).e*.cos(y) + (b + 2)yz,xz — (a + b).e*.sen(y),(a — b).xy + z)

- t tz
I = f F.dl, dondey(t) = ((1 + t), cos (%),sen (%))
Y

Solucion:

Se sabe que el rotacional del campo debe dar cero, entonces si lo calculamos con las constantes incluidas en él,
al final tendremos un sistema de ecuaciones en donde sabemos que las componentes del rotacional deben ser
todas cero.

Utilizando una expresion un tanto diferente a la que hemos venido usando para el calculo de rotacionales
tenemos

0 0
@ ((a —b).xy + z) — g(xz —(a+b).e .sen(y))

VxF = % ((a+b).e*.cos(y) + (b + 2)yz) — :—x((a —b).xy + z) =

0 0
55 (xz —(a+b).e .sen(y)) — @((a + b).e*.cos(y) + (b + 2)yz)_

x(a—b—1)
=|y(2b—a+ 2)
z(1—b—2)

El campo sera conservativo solo si se cumple el siguiente sistema de ecuaciones
a—b—-1=0 a—b=1 a=0
2b—a+2=0 - ja—2b=2 - 0-2.(-1)=2
1-b—-2=0 b=-1 b=-1

Asi el campo que como

vz —e*.cos(y)

F(r) =[xz + e*.sen(y)
xy+z

Ahora buscamos el campo potencial

of ) .
Fie yz —e*.cos(y)
grad(f) = o =xz+ e*.sen(y)| = F(r)

dy
0
%”yﬂ

Tomamos la primera componente de F y la integramos respecto a x

T yz—er.cos) » fGy2) = [ y2-excosmrdx = @y =xyz-e*.cos) + a2

Derivando respecto a y
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d
% =xz +e*.sen(y) + a,(y,2)

Igualando con la expresién en el campo F
xz +e*.sen(y) + a,(y,z) = xz+e*.sen(y) - a,(,2) =0 - a(y,z) = f(2)
Esto es l6gico, solo una funcién que dependa Gnicamente de z al derivarla respecto a y dara cero
El campo va quedando de la siguiente manera
f(x,y,z) = xyz —e*.cos(y) + B(2)
Derivando respecto a z e igualando con tercera componente del campo
xy+ B'@)=xy+z - p'(2)=z

Integrando respecto a z

ZZ
,B(Z)=7+k, k€R

Finalmente

2
z
f(x,y,z)=xyz—ex.cos(y)+?+k, k €R

Si un campo es conservativo toda integral de linea sobre el campo seré igual a tomar el potencial de ese campo,
evaluarlo en el punto final de la curva y restarle a ese valor el potencial evaluado en el punto inicial de la curva.
El resultado de esto es el trabajo realizado al mover una particula del punto inicial al punto final.

Ahora tomamos la parametrizacion de la curva que nos dieron y la evaluamos en los puntos inicial y final, si
ademas consideramos k=0.

- - y(0) = ((1 + 0)°,cos(0), sen(0)) = (1,1,0)
— t - o
y(@®) = ((1 + t)%, cos ( > ),sen< > )) y(1) = <(1 + 1)1, cos ("'71)’5(?” (”71>> ~ 201)

0
f(1,1,0) = 1.1.0 — et.cos(1) + 5= e cos(1)

1 1
f(Z,O,l) =0- ez.COS(O) -|-§ = E_ 62

Asi
S 1
W= f F.dl = f(2,0,1) — f(1,1,0) = 5~ e? —e.cos(1)
14
Respuesta:
z? .01
fx,y,z) =xyz—e*.cos(y) +—+k, keER, W= f F.dl ==—e?—e.cos(1)
14

2 2
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Teorema de Gauss.
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Ejercicio 1: Sea F un campo vectorial hallar el flujo de F a través de la superficie S que es frontera del conjunto
Q.

F(r) = (3x2,5y2,62), Q= {(x, y,z) ER? : 3z <\x%2+y2?, 18z > x% + yz}
Donde S esta orientada con la normal que apunta hacia el interior de Q.
Solucioén:

Este ejercicio fue resuelto anteriormente utilizando solo la definicion de flujos de campo vectorial, ahora
usaremos el teorema de Gauss para resolver exactamente el mismo ejercicio.

El andlisis para entender que superficie es la que nos interesa es analogo al método anterior, aun asi sera
recordado.

Para entender que son estas superficies que nos dieron es bueno hacer el estudio por planos que hemos venido
practicando. Primero tengamos presente a que se parecen las superficies que nos dieron.

x) 2 \2 . R .
3z < {x2+y2 > (32)2<x?+4+y? > (2)? < (5) + (5) ,z > 0 Tiene similitud con los conos ya estudiados

2+ 2 ;
182> x2+y2 > z> % Parece ser un paraboloide

Lo que puede causar confusion son los valores de 3 (para el extrafio cono) y 18 (para el extrafio paraboloide)
ademas de los signos de desigualdades.

Para los nimeros 3y 18, estos no son mas que alteraciones en la estructura del cono ordinario, lo que hacen
estos valores es hacer que el cono o el paraboloide crezcan mas rapido o mas lento, si el término divide a la
expresion x? + y? (de cualquiera de las dos formas, sea como se escribié para el cono o para el paraboloide) lo
gue hace es que este crezca mas lento, si estuviera multiplicando creciera mas rapido.

Las desigualdades lo que se refieren es a zonas del espacio que estan limitadas por estas figuras algo asi como:
estoy en la zona por arriba del cono o estoy por debajo del paraboloide, por dar algunos ejemplos.

Estos analisis pueden ser comprobados tomando x = 0.

3z <4y? ﬁzﬁig
2

y

18z > y? >
Z=Yy _>Z_18

Identificamos asi dos rectas y una parabola que viven en yz seria conveniente saber donde se interceptan

y=0
—sy*=46y - y*+6y=0 - y(y+6)=0 -{y=6
y=-—6

N
I
|
N
I
H
W<
l
|‘<
I
H
W




La zona por encima a los trazos de la parabola y por debajo de las rectas rojas (que recuerden son el paraboloide
y el cono respectivamente) es la zona de interés, si se realiza el anélisis de manera similar para y=0 (que no es
sumamente necesario) se podra ver el mismo comportamiento en ese plano, con toda esta informacion se puede
hacer la gréfica 3D.

El teorema de Gauss no dice lo siguiente

H=gfdiv(F)dv:‘g-fV.FdxdydzzlF.d§

El teorema nos diré el flujo de campo SALIENTE a esta superficie, y nos referimos es a la superficie que
encierra el volumen V, en este caso no hay que calcular otra cosa (no tendremos que parametrizar nada), solo
recordar que al final debemos tomar el resultado y multiplicarlo por un menos, ya que el ejercicio nos pide el
flujo entrante y el teorema de Gauss ya sabemos qué tipo de flujo es el que arroja (SALIENTE).

Calculamos el rotacional primero

_<aaa

—,— —) .(3x2,5y%,62) = i(3x2) + i(5312) + i(6Z) =6x+10y+6
ox’ 9y’ 0z e 0x oy 0z

Asi
= fff V.F dxdydz =ff (6x + 10y + 6)dxdydz
14 |4

Teniendo claro el concepto de integrar una funcién dentro de un volumen

' 3

— [ . — 52 — x2 =
x=[-66], y [\/36 x2,:/36 x], z =

x2+y2

6 V36—x2~ 3
= f f f (6x + 10y + 6) dxdydz

—6 _36—x2 x*+y?
18

Esta integral asi tal cual parece complicada por lo que hacemos un cambio de coordenadas conveniente, en este
caso al tener repetidas veces el término x2 + y?2 seria bueno utilizar coordenadas cilindricas.
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x = p cos(9) 2 J(pcos@)? + (psen(9))? p
y = psen(d) B 3 3
Z=1z _ (psen(9))? + (p sen(9))*  p?
Jb= = 18 T 18
Los dominios para las nuevas variables son
p® p
0 € [0,2m], p € [0,6], Z € 18’3
p
2r 6 3
= f f fp(6pcos(19) + 10p sen(¥) + 6) dzdpd?d =
0 0 p_2
18
2w 6
J <— — —> (6p cos(¥) + 10psen(¥) + 6) dpdd =
0
2 7 (] 1 @©) Ssen(®))]
= —f f 3p% + p3 (3 cos(9) + 5sen(9) — —) —p* cos sen dpd9 =
3 2 2 6
00 - -
2713 ®) Ssen(9)\]°
_Z L p_ 1y p>(cos sen _
= 3f 3 2 (3 cos(9) + 5sen(9) ) z ( > 6 ) d?d
a1 ]
64 6° 9) 5sen(¥
f [63 +— (3 cos(9) + 55611(19)) - E(COSZ( ) + sez( )>] d?d

Teniendo en cuenta gue las funciones seno y coseno elevadas a una potencia impar e integradas en su periodo se
anulan, resulta mas facil la integracién del término que nos quedo

2 27T
H=—[6319——] =72m
3 8 0

Como se nos pidio el flujo de campo entrante, es decir el vector que orienta a la superficie apunta hacia adentro y
suma las contribuciones de las “flechas” del campo vectorial que entran, y Gauss nos dio el resultado de
justamente lo contrario, entonces tomamos el resultado y lo multiplicamos por un signo menos.

Respuesta:
II=-72n

No es de extrafiar, este es el mismo resultado que obtuvimos usando solo la definicion de flujo.
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Ejercicio 2: Encontrar el flujo del campo F a través del sélido formado por las superficies Sy, S, ¥ S3

F(r) = (x,y,2), Sl:{z=2+(xzzfy2)}, Sy {x? + (y — 4)2 = 4},
Sy:{x?+(y—4)2<4siz=1}
Si la superficie esta orientada hacia el exterior
Respuesta:

Una vez mas este ejercicio ya fue resuelto en la seccion de integrales sobre campos vectoriales, pero
verificaremos nuestro resultado aplicando ahora el teorema de Gauss.

De nuevo el andlisis que debemaos realizar para estudiar las superficies y poder graficarlas es el mismo

Identificamos las superficies

x24y? . . .. ,
z=2+ % : Paraboloide centrado en (0, 0, 2,), crece hacia valores positivos de z, crece mas lento en un

factor de 8.
x% + (y — 4)? = 4: Cilindro centrado en (0, 4, 0) de radio 2 con eje central paralelo al eje z.
x% + (y — 4)? < 4 si z = 1: Circulo centrado en (0, 4, 1) de radio 2 con vector normal paralelo al eje z.

Con esta informacion se tiene suficiente para hacer una grafica aproximada que nos ayude

En esta imagen el plano morado representa el plano z=1 donde vive el circulo que “tapa” a nuestro solido

inferiormente.

67



Esta otra imagen se puede realizar teniendo en cuenta los valores de la circunferencia
Procedemos a calcular el rotacional de campo

(666

ox’ dy’ C’)) (x, y’Z)__(x)+_(}’)+—(z)_1+1+1_3

Ya este resultado simplifica mucho las cuentas respecto al primer método.

Il = fffV.Fdxdydzszf 3dxdydz
14 v

Intentar recorrer el volumen con coordenadas cartesianas significa tomar
2 2
x“ +
€ [-2,2], ye[4— 4—x2 4 + 4_x2], ZE[I,Z+(8—Y)]

La integral seria

2 4—Va—x2 1
Cambiando a coordenadas cilindricas
x = p cos(I) x = p cos(9) ) X 5
y—4 Z=£;en(z9) Lly= 4Z+_p ;en(ﬁ) )+ ((p cos(¥))* + g* +psen(®)®) _ % + psen(9) + 4

Jb=p Jb=p

Los valores para las nuevas variables son

2
9 € [0,2m], p € [0,2], ZE€E [1,% + psen(¥) + 4]

Asi
o 2—+psen(19)+4
4P sen( )
H=ff f 3pdzdydx—3ff ———+ 3p|dpdY =
0 0 1
21 21 2 21
2% 23.sen(9) 3.22 3
=3] —+ + dz9=—jdz9+8fsen(z9)d19+18jd19=37'[+367'r=39r[
32 8 2 2
0 0 0 0
Respuesta:
Il =39

Vea la gran utilidad del teorema de Gauss para el calculo de flujos de campo vectorial, esta cuenta no solo es
maés corta que la que se realiz6 en el método por definicion, sino que también es mas sencilla.
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Ejercicio 3: Hallar el flujo del campo F(r) a través de la superficie S, si esta tiene vector normal saliente.
S={x?+y?+2z%2=42 z € [0,4]}
F(r) = (z%,xy,y)
Solucién:

La idea es hacer este ejercicio utilizando el teorema de Gauss, més sin embargo seré necesario utilizar la
definicion habitual del flujo, esto se debe a que no nos dieron una superficie cerrada, solo tenemos la parte
superior de una esfera (para z € [0,4]), y el teorema de Gauss solo es aplicable a superficies cerradas. Entonces
aqui el razonamiento estd en “tapar” la superficie dada, a esta nueva superficie (que es la que involucra a la
semiesfera y la tapa) calcularle el flujo por Gauss y luego por definicion calcular el flujo a través de la “tapa”
gue colocamos (cuidando de mantener el vector normal siempre saliente) y entonces restar al flujo por Gauss el
flujo por definicion y asi tendremos el flujo que queremos, que es solo el que pasa por la esfera;
matematicamente esto es:

([[vrar=[[rass [[r.as = [[r.as=[[[ wrar- [[ ras
14 N s’ N \4 s!
Donde S’ es la superficies que usaremos para tapar a la semiesfera. La pregunta a continuacién puede ser:

¢Cémo hago para tapar a S?

Para esto lo que debemos hacer es definir una nueva superficie de manera tal que calce donde esta la abertura de
la semiesfera, puede ser cualquier tipo de superficie, con tal de que “tape” toda la abertura.

Aqui se usara la siguiente
S"={x? +y? < 42, z = 0}

Vea que si en vez del signo < hubiéramos colocado un =, la esfera no se cierra, solo estariamos colocando un
anillo en su borde.

Sin tapar
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Después de haber tapado

Comencemos calculando el flujo a través de S’.

Parametrizamos S’

x = p.cos (9) cos (9) [—p.sen (9)

¢ = [y = p.sen (19)] , bp = [sen(ﬁ)] , ¢y = | p.cos (9) ]
z=0 0 . 0

i j k| 10

( by x ¢),9) = cos(9) sen(¥) O O]
—p.sen(¥) p.cos(¥) 0 LD

Como el vector que encontramos es entrante a la superficie S no nos servird para en analisis que necesitamos,
recuerde que la superficie tiene vector normal saliente, entonces consideramos este otro

(poxd,) = [_gp]

Para recorrer el circulo

9 € [0,2m], p €10,4]

Interceptamos el campo con la parametrizacion

0
(Fog) = [pz. cos(ﬁ)sen(ﬁ)]
psen(9)

0
(Fog).( dpoxopp) = [P 005(19)5971(19)] [ 0 ] = —p?.sen(¥)
p.sen(?9)
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2

4
f .sen(9) dpdd = —f sen(9) d9 f p2dp=0
0

0

frar--

Sl

Ahora pasamos a calcular la integral del teorema de Gauss

(aax 66 66) (2 x)’J’)=—(ZZ)+—(xy)+—(y)—0+x+0—x

Como queremos recorrer el volumen encerrado por las superficies S y S’

€ [—4,4], y € [—\/42 — xz,\/42 — xZ] , Z € [0,442 —x2 - yz]

Asi

VaZoxZ42-x2-y?

[Jora[ [ [ sae

-4 _\4Z=x2
Cambiando a coordenadas esféricas

(x=p cos(9)sen(p)
iy = p sen(9)sen(e)
z = p cos(p)

Jb = p?.sen(p)

Los valores para las nuevas variables son
T
9elo2r], ¢e€ [0, E]' p €[0,4]

Interceptamos la divergencia del campo con el cambio de variables y armamos la integral

E
2 4

4
f(p cos(9)sen(p))(p?.sen(p)) dpdedd = f cos(9)dd. fsenz(go)d(p f 3dp=0
0 0

[era=]

Respuesta:

o — i
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Ejercicio 4: Sea el campo F y la superficie S, calcular la integral de flujo de F a través de S.

x 2 2
F(r) = (e¥ze%, e?xy + 1), S = {(—) + (l) —-z2+2z=1,x>0,y>0,z€ [1/2,1]}

V2 V2
Solucion:
x 2 y 2 xz yz
— +(—) —22+42z=1 > —+—=——2242z=1 > x?>+y?2—-2z2+4z=2
(ﬁ) 2 2 "2 y

- x4y -2224+4z-2 =0 - x*+y*-2(z*-2z4+1) =0

S>x2+y?-2(z-1)%*=0 - z=1% 7

[x2 2
z=1% x\/;y : Cono centrado en (0, 0, 1) que crece més lento en un factor de v/2

Veamos como se interceptan el cono y el plano z = 1/2, vea que solo se interceptaran para los valores
negativos del cono.

V2 V2

Considerando x > 0, y > 0, z € [1/2,1] podemos graficar las superficie.

z=1-

[x2 2 11\2
V2

L 1
- —=1-
2

Tenga en cuenta que el plano no forma parte de la superficie dada solo se grafia para indicar que ese es el valor
de z = 1/2, la superficie dada no es una superficie cerrada es una superficie abierta, si queremos utilizar el
teorema de Gauss para hacer el calculo, entonces tendremos que “tapar” la superficie dada, en este caso véase
que este deberé ser un cuarto de circulo ubicado en el primer cuadrante del plano xy.

s’ ={x2 +y?= (%)

Aplicando el teorema de Gauss tenemos

2 1
,x>0,y>0,z=§}
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ng.de=gF.d§+3gF.d§ - lfzr.ﬁ:fvffv.m_ SffF_d§

Calculemos primero la integral triple para el teorema de Gauss, empecemos buscando la divergencia del campo

d 0 0
V.F(

axa a)(eyze exy+1)=—(eyz)+—(ex)+ (e xy+1)=0+0+e?xy = e?xy

Los valores para las variables son
1 1 1 VX% + y?
xE[O,—], y €0, |=—x?], Z€E|=,1 ———
V2 2 2 V2

O
[[[v.rav-
14

—x2 1
Cambiando a coordenadas cilindricas

N| =

"%l
O%

f e?xy dzdydx
1
2

x = p cos(9) velo e[oi] ze[1 1—p—]
y = psen(d) [2] PEE) NG
z=z
Jb = V.F = e?p?cos(9)sen(V)

La integral nos queda

S
51

Vs Vs i
2 1 2 V2
-Uf V.Fdv = jj f e?p3cos(9)sen(9)dzdpdd = EJ sen(219)d19f f e?p3 dzdp,
v o0 1 0 0o 1
) 2

1—

oF

P
vz
1
sen(29)dy = > f e?p3dz=e.p3.e
1
2

SIS
I
i)
R w
Q
NI
~
{

N =
o\mm

Ayuda:

j_3xd_ax 3_3x2+6x_6
x>.a x_ln(a) x In(a) I?(a) In3(a)

1
fffVFd =12 633¢2
Fdv=12e 32
14
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Ahora busquemos el flujo a través del cuarto de circulo

Parametrizamos S’

x = p.cos (9) cos (9) [—p.sen (9)
¢ = |y=p.sen(¥)], b, = [sen(ﬁ)], ¢y = | p.cos (9) ]
z=1/2 0 L 0

i J k| 0
( ¢, x (]519) = cos(9) sen(¥) 0= 0]
—p.sen(¥) p.cos(¥) O o

Como el vector que encontramos es entrante a la superficie S no nos servira para en andlisis que necesitamos,
recuerde que la superficie tiene vector normal saliente, entonces consideramos este otro

(¢ﬂx¢p)=[8]

—p
Para recorrer el cuarto de circulo
9eor] € [0 i]

1] 2 ] p ) \/7

Interceptamos el campo con la parametrizacion
epPsen (19)Z
o — ePcos )
(Fo¢) i
e2.p? cos(9)sen(9) + 1

epsen (19)Z 0
1
(Fod).( pox¢p) = ) ePcos |0 ] = —ez.p3 cos(9)sen(®) — p
ez.p? cos(9)sen(®) + 11 7P
T L
22 1
S 1 T e2
ff F.ds = f f (—e2.p3 cos(9)sen(9) — p) dpdt9 = 5 3
s 00

1

1
fde_)—fffVFd J:]‘Fd_)—lz 633ez_m ei—n+12 79Ve

.ds = .Fdv .d§ =12e 32 8 32°8 e )
s v s

Respuesta:

L, T 79/e
_UF.ds—§+126— 2
S
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Teorema de Stokes
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Ejercicio 1: Sea vy la curva de interseccion de las siguientes superficies
2?4 y2 =z
vy
z+y+z=1

F(r)=(rx+2,2—2x,2)

Y sea

Calcular la integral 9% F.dl en sentido anti horario visto desde el origen.
Solucidn:

Veamos la intersepcion de las las superficies en el plano xy.
1

2 2
i+ Yyt =z 1 1 1 1
Y =224yt =l-z—y >+t ty=1 =22 +2 o+ - +? 42 syt =142 =
l—z—y==z 2 4 2 4 2

= x—i—l 2+ —i—l 2—§
2 YyT3) T3

Actualmente nuestras habilidades de graficacién ya deberian permitirnos hacer los siguiente dibujos facilmente.

La integral que se nos pide es la integral de linea sobre la curva amarilla de la segunda imagen. Si se desea
utilizar el teorema de Stokes lo mas simple es parametrizar el plano, aunque téngase presente que ya conocemos
el vector normal al plano.

x
¢ = y =7 =(1,1,1)
l—z—y
Calculemos ahora el rotacional del campo
0 j k 1 0
VxF=| 0, o, 0. |=(0,1,-2) =T - (VxF)=|1]-|1]|=-1
r+z 2-2xz =z 1 -2

Lo que nos falta por descubrir son los intervalos de integracion, como hemos utilizado la parametrizacién
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candnica entonces integraremos sobre la "macha” en el plano zy que dejé la intercepcion en el espacio de las
superficies. No olvidemos que esta zona es

+12+ +12<3
Ty YT5) =3

1 1\%? 3 1 3 1 3
Siy 2:><3:—|— > :>:c+2 2:>£U 5

S dosneio 1 = +1 2 3 +1 2 N L +1 2
1 — = - — — —_ - — _
espejoy y 2 2 X 2 y 2 2 X 2

Armando la integral pedida

No hay que hacer ningun céalculo, ni cambio de variables ni nada, solo recordar que ésta integral no es més que
el area del circuo formado en el plan xy debido a la intercepci”on de las superficies, osea la ”mancha”.

_ 2
Areacieulo = T

Respuesta:
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Ejercicio 2: Calcular la integral I donde c es recorrida en sentido anti horario

2
4yt =%

z=y+1

I:f(y—l)das-l—szy-l-ydz c:{ Si z>0
c

Solucion:

2
a? 492 = % = 22=2 (ac2 + yz) = z=+V2a2 + y2 : Cono que crece més rapido en un factor de V2

z=y+1 = y—z=—1:Plano con vector normal 7 = (0,1,—1) o 7 = (0, —1,1)

Para cumplir con la regla de la mano derecha y teniendo en cuenta como es recorrida la curva tomamos el vector
n=(0,—-1,1)
Veamos como luce la intercepcién de estas dos superficies en el plano xy.

2(z% 4 y?) = 22
{ (+1 v =224+ =y+1)? = 222+ 2 =y*+2y+1 =
y+1l==z

20+ —2y+1-1=1 = 222+ (y—1)2=2

Esta es una elipse, que suele ser un poco mas complicada de analizar que una circunferencia, para ver los
puntos de corte tomemos los valores correspondientes para cada variable donde estas se anulan en la expresién
algebraica de la elipse. Solo se consideran valore de z > 0.

20°+ (y— 1) =2,y=1 = 22° =2 =z =+I
20+ (y— 1’ =22=0 = (y-1)’=2 >y=1%£V2

Si sustituimos los valores ”maés negativo” y ”més positivo” de y en el plano, en la expresién del cono, tendremos

las alturas menor y mayor para las cuales el cono se corta con el plano, recordando claro que estos puntos de
corte estaran sobre el eje y si tomamos x = 0, este paso no es netamente necesario, pero es recomendable si se
quiere hacer una mejor grafica de las superficies.

r= VARt =0y =1-v2 = 2=v2y/(1-V2)? = z=\/§‘1—\/§‘%0,58
2=V2V/22+ 2,z =0,y =14+V2 = 2=v2y/(1+V2)? = 2=v2(1+V2~341

Pasamos a hacer las gréficas
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Recuerde, el eje rojo es el eje x el eje verde es el eje y y las curva en amarillo es la curva c. Al igual que en el
ejercicio anterior la superficie mas simple que tiene a la curva como frontera es el plano en cuestién, tomamos
este y lo parametrizamos.
x
¢ = Y = n=1(0,—-1,1)

Calculamos el rotacional del campo

Interceptamos el rotacional con la parametrizacién
(VX F)o¢=(-2y,0,-1)

Los siguientes intervalos de integracién, se eligieron ya que permitiran una mejor resolucién de la integral, sin
la necesidad de hacer cambios de variable.

rel-1,1, ye [1 V222142 - 2932}

Armando la integral

1 1+v2—222 _2y 0 1 14+v2—222 1
?{F.diz/ / 0 |-|-1 dydx:—/ / dyd:r:—/ [14—\/2—23:2—(1—\/2—2x2)]d1::
c -1
S1oyame LT L Sy yamaa?

1 1
= 2/ V2 — 222dx = 2\/5/ V1 — 22dz
1 —1

Resolvamos / V1-a2dz, | © 7 sm(g&))de = / V1 — sen2(0) cos(0)db = /cosz(e)de =

" dx = cos(
B 1 1 1 1 0 sen(20) 0 sen(f)cos(d) ,
_/<2+2005(20))d0_2/d0+2/cos(20)d0—2+ =57t 5 0=sen"(z) =
sen~t(z) sen l(z) av1— 2?2

5 + %sen (sen™!(2)) V1= sen? (sen—1(z)) = + = % (sen_l(:ﬂ) +xv1-— mz)

2 2

1

Retomando el ejercicio original j{F.diz -2 [sen_l(:c) +av1-— xQ} = V21

c -1

Respuesta:

fF.cﬁ: —V2r
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Ejercicio 3: Calcular la siguiente integral de linea fc F.dl sila curva es recorrida en sentido anti horario.

Fir)=("+2%2"+2%27+¢%), c={++=4yin{z+y° =2}, 2>0

Solucion:
Pyt =dy = Py -2y +4+27 =4 = P4 (y-2)7 427 =4
x2—|—y2:2y = x2+y2—2y+1=1 = x2+(y—1)2=1

Graficando todo esto
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Si se quiere emplear el teorema de Stokes utilizamos entonces la parte de la esfera interna al cilindro, que como
se ve tiene como frontera a la curva c. Por la comodidad para la integracién utilizaremos coordenadas candnicas,

recuerde que se parametrizard la esfera, el cilindro solo dictara la regién de integracién.

T 1 0
_ 0 _ 1
= r = , —
Y ¢ —x ¢y —(y—2)

¢ =
Vi—a2?—(y—2)? Vi (522 Vi (5-2)°

~

1] k
1 0 —==_ T y—2
X = 4—z2—(y—2)2 = s ,1
i A Il Il Y/ e TP DV e T
Calculamos el rotacional del campo
0 j k
VXF= Ox 8y 0. :2(y—z,z—x,a:—y)
TS s J R R

Ahora interceptamos el rotacional con la parametrizacion
y—V4—a?—(y—2)°

(VxFlogp=2 \/4—x2—(y—2)2—x
T~y
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Hacemos el producto punto

Vi e e Lo
o . = [ S — _ p2 _9\2 _ — _
(VX F)og]- (dn x ¢y) =2 V;ﬁjjgg V4 wx_y ] ey i

Para los intervalos de integracion tenemos dos opciones
el-1,1, ye [1—\/1—x2,1+x/1—x2} 6z [ VI— - 1)2/1—(y—1) } y€1[0,2]

Por conveniencia para el célculo de la integral se tomaran los segundos intervalos (Ojo: esta eleccién no es nada
trivial, se basa es tomar los primeros intervalos y percatarse que no llevan a célculos practicos o sencillos).

dez_// — [\/4—3;24:6@—2)2_4] dady =

2 2
4// :cdxdy 4//\/ dwd 4// Vi-(-1? zdzdy A
_ — — aTl
) S =/1=(y-1)? \/4—952 y— 2)2 v s =112 Va—a22—(y—2)2

1w~ (y—2) =

d -1 -
Resolvemos / oo , —2xdx = dt = /t?l = —t2 = —V4—22—(y-2)2 =
VA —a22—(y—2)2 rdy — —dt 2
-2

ViE G2

Respuesta:
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Ejercicio 4: Sea F : R® — R3 de clase C en R3 y tal que rot(F) = (y?, z,2?).

Vseay = {(z,y,2) : 2® +y* + 22 =144z, 2 =4}.

Denotemos v 1 a la curva v recorrida en sentido antihorario cuando se mira v desde el eje z, z > 0, calcular
¢ F.dl
7t

Solucion:

PP+l =144 = P+t +27 -2 22 44=144 = 2®+ 4"+ (22> =5
Siz=0 = 22+¢y2=1,812=4 = 22+ =1

Graficamos

Solo para verificar el teorema y asi poder terminar de entenderlo, tomaremos dos superficies que tienen como
frontera a la curva ~ y aplicaremos la teoria a ambas, las superficies seran las siguientes:
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Superficie 1: Porcién de esfera limitada por +.
Parametrizamos la porcién de esfera.

x 1 0
¢= y = d=| 0 |.a=] 1
24 /52y W= Vit
i k )
1 0 =X T Y
¢ X¢ = 5—x—y2 = ’ 71
. 0 1 ! _\/S—x—y2 Vb — a2 — 2

\/b—x2—y2
Interceptamos el rotacional con la parametrizacion.

rot(F)o¢ = _y2, 24++/5—122— yg,xQ}

zy? + 2y

X
Voo ? y°
t(F (G xby) = || |24 VBB | = L 4y
(7’0( )O¢) (¢x ¢y) \/5—1907—3,/2 + xQJJ +y 5_3;2_y2 y+x

L e zy® + 2y © = peos(0) 6 € [0,2n]
j{ F.dl= / / T +y+ 2% dydz, y = psen(0) be [6 1]
e LRy Vh—x%—y Jb=p ,

1
3cos(f 2(0) +2 0
/ /p !p cos(0)sen”(0) + 2psen( >+psen(9)+p2c082(0) dpd®,
0 0

Vb= p?

Llegados a este punto deberiamos descartar seguir utilizando esta parametrizacion, la primera integral es muy
complicada de resolver (mds no imposible) y seguir por este camino no seria conveniente de manera practica,
més sin embargo se prometié la verificacién del teorema, mostraremos solo el resultado de las integrales, més

no la resolucién.

75867@71(&) 5 — 222 15 b3 4
Vi) pVE— P27 +15) 1 e B

@ 8 8 3 77

Evaluando entre 0 y 1.

1 1 2
a [8 (T5etan™(2) - 34)] +b (3 PV 4) + & = crcos(@)sen’(9) + casen(s) + 217
2T 2 o ) 9
§ rdi=cr [ cos@sen®) + s [sento) + [0 =7
ol 4 4
0 0 0
Superficie 2: Vaso cilindrico con v como borde. Parametrizamos el borde externo del cilindro
cos(0) —sen(0) 0 cos(0)
¢ = |sen(0)| = ¢g= | cos(f) |, ¢. [0] = ¢gx¢.= |sen(0)
z 0 1 0

rot(F)o¢ = (senQ(G), z, 6082(0))
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cos(0) sen?(0)

(g X @) - (rot(F)o¢) = |sen(d)| - z = cos(0)sen®(0) + zsen(f)
0 cos®(0)
0c0,2n, = € [0,4]
2w 4
//cos(@)senS(G) + zsen(0)dzdf = 0
00

Entonces todo se remite a calcular la integral sobre lo que en nuestro caso seria el ”fondo del vaso” recuerde
que para que la curva sea recorrida de la manera pedida, el vector normal de la superficie debe apuntar (en este
caso) hacia "arriba” para z > 0. Parametrizamos el circulo en el plano zy.

pcos(6) cos(0) —psen(6)
E = |psen(8)| = E,= |sen(8)|, Eg= | pcoss(§) | = E, x Eg=(0,0,p)
0 0 0

rot(F)o E = (,026082(0), 0, p2sen2(9))

p*cos?(0) 0
(rot(F)o E) - (E, x Eg) = 0 0] = picos?(0)
pPsen®(0)] o

ZAS [0727(]7 pEe [07 1]

Entonces
2 1 21 1
7{ F.dl= //p3cos2(9) = /6052(9)d9/p3dp21
u 00 0 0
Respuesta:
- om
Fdli=-
7£¢ 4

Este ejercicio nos indica lo importante que es elegir una superficie conveniente para los calculos, mientras que
la superficie 1 fue larga y tediosa de trabajar, la superficie 2 permitié resolver el ejercicio rapido, mas aun la
superficie més simple de utilizar ni siquiera la tratamos, esta era simplemente el plano z = 4 limitado por la
curva c. Moraleja: cualquier superficie que tenga como frontera la curva ¢ funciona.
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Formula de M 6rvre.
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Argumento de un niamero complejo

Tal parece que este puede ser un tema un tanto complicado para los que se enfrentan al calculo de variable compleja,
mas sin embargo es un tema base, que debe dominarse muy bien si se quiere avanzar en este estudio, la siguiente es
una explicacion sencilla y corta, de lo que esto es.

El argumento de un nimero complejo no es otra cosa que un angulo, como todo angulo, debe ser medido desde una
referencia, en nuestro caso y como ha sido siempre, la referencia es el eje real positivo, cada vez se mida un argumento
se medira desde el eje real positivo. El otro punto importante es que todos estos angulo deben caer dentro de un
intervalo especifico, este intervalo es [—m, m), esto es lo que puede confundir un poco al momento de hacer los
calculos, ya que con esta restriccion no se podra calcular el angulo a como estamos acostumbrados, donde la abertura
del mismo puede dar una vuelta completa.

Ahora tendremos angulos negativos y positivos, los &ngulos positivos estaran en los cuadrantes I y I1, mientras que los
angulos negativos estaran en los cuadrantes 111 y IV, esta informacion puede ser confusa, la siguiente imagen ayudara a
Su comprension.

En esta imagen los puntos azules son los nimeros complejos, puestos sobre el plano complejo, las flechas curvas son
las aberturas de los angulos que representan el argumento y las lineas rectas representan el médulo del nimero. Vea
como las flechas curvas parten todas del eje real positivo y van hacia donde estan los nimeros, y ninguna de esta llega
a cortar el eje real negativo, asi deben medirse los argumentos. Por Gltimo para pasar a los calculos analiticos tengamos
presente lo siguiente.
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El 4ngulo de color verde como bien se indica vale = mientras que el angulo azul vale - 7, siendo esto asi podemos
pasar a los calculos analiticos, tenga presente que lo que siempre podremos calcular sin importar lo extrafio que sea el
nimero complejo sera la tan™* de los modulos de las componentes del niimero. Pensemos en los diferentes triangulos
gue nos podemos encontrar en nuestros calculos.

[

fa

De ahora en adelante cada vez que tengamos que calcular una tangente inversa lo haremos con los valores positivos de
las partes real e imaginaria del nimero dado como si simplemente se tratara de triangulos en el plano, asi como en la
figura de arriba. Finalmente aqui tenemos las férmulas para los calculos analiticos.

b
tan™?! (E) , Primer cuadrante
_.(b
T —tan —) , Segundo cuadante
arg(a + ib) = < ba
—tan™?! (E) , Cuarto cuadrante
_1(b
—m + tan (E) , Tercer cuadrante

Para terminar con el andlisis hablemos que pasa si los nimeros estan sobre uno de los ejes.

Eje x positivo — arg(z) =0

Eje x negativo —» arg(z) = —m (recuerde que no puede ser 7 debido a que los argumentos caen en [— T, n)
Eje y positivo — arg(z) = g

Eje y negativo » arg(z) = _g

Todos estos resultados son igualmente comprobables utilizando la definicion anterior. Los ejemplos para esta nota
tedrica estan contenidos en los siguientes cuatro ejercicios.
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Ejercicio 1: Calcular las raices del siguiente nimero complejo
zd—i=0
Solucion:

Primero se despeja la z y luego se define un nuevo nimero complejo llamado w tal que elevado a una cierta potencia
(en este caso 1/4) sea igual a z. Estos ejercicios de realizan asi.

1 1
zh=iozt=i=w oz=iT=w2
Expreso i en su forma polar:
lw| = V12 +02 =1
1.5 4
Arg(w) = arg(w) + 2kn
B
Para encontrar arg(w)veamos la representacion grafica de i P -
. . . N 2
El nimero complejo esta representado por el punto azul y es sefialado L
por un vector, la flecha curva es el angulo del argumento, muestra desde o
donde debe ser medido, siempre se parte del eje real positivo.
1 DI.S o] 05 1
-054
w s
arg(w) = > - Arg(w) = §+ 2km
. . n
w=i= ClS(E-i- 2kn)
Ahora para nuestros fines:
%_1% . [(n_l_ ok ) 1]_ ) (n_l_kn)
w4 = .ClS 2 7'[.4—6158 2

La siguiente pregunta es ¢Qué valores debera tomar k?, se sabe que k permite ir al argumento de rama en rama, para
esto k € Z. En nuestro caso los valores de k coinciden con el nimero de raices buscadas para el nimero z (contando a
partir de cero), en este caso k =0, 1, 2, 3.

Zg=o = CIS (g) = coS (g) + i.sin (g) ,g - E 180° = 22,5°

8
5 57 180°
_) —

— 7 (E_}_ E) —all (S_TC) — (5_7T> + 1 ] (5_7T) - — 112 50
Zy = ClS 3 2 =Cls 3 = CoS 3 l.sin 3/ 8 g = ,

- n) =i () =eon () on () 5 - G s
Zy = CLS 3 ) =CcClS 3 = COoSs 3 l.sin 3)' 8 8 1 = B

) (n_l_ 37r) ) (13n> (13n)+, ) (1371) 13m 13w 180° 292 59
= _ — ) = —_— = _— . Ed . =
z3 =cis{g+ - cis\—g cos {3 Lsin|—=),—5 3 p )

Recuérdese que usualmente en matematicas no se trabaja con los angulos expresados en grados sino en radianes, mas
sin embargo aqui hemos hecho la representacion en grados para poder ver mas facilmente un posible error que puede
darse de querer decir que las dos Ultimas expresiones de la raices z, y z5 estan bien representadas. Se sabe que todas

las raices de un nimero complejo deben caer en el intervalo [— 7,7), esto en grados quiere decir que los argumentos no
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deben salirse de -180° y 180°, en nuestro caso vemos que los argumentos de las dos Gltimas raices son mayores a los
180°, por lo tanto aunque al momento de graficarlas estén bien, y ademas estén bien calculadas estan mal
representadas.

Para solventar este problema se debe tantear un angulo que restado a esos argumentos (en grados para poder verlo en el
plano) permita una buena representacion de las Gltimas raices, véase que 202,5° esta en el tercer cuadrante por lo que si
se le resta 360° no solo cae en el mismo “lugar” de ese cuadrante sino que ademas también en [— m,m) Yy para 292,5°
gue cae en el cuarto cuadrante se debe restar 360° para que pueda llegar a estar entre -180° y 180°.

Ojo: se restan los 360° y no se suman porque en este caso los argumentos superaron a 180° y habia que “hacerlos
retroceder”

202,5° — 360° = —157,5° — —157,5°.1;’00 = 0,875m
292,5° — 360° = —67,5° — —67,5°.#= 0,375

Respuesta:

Zumo = cis (5) = cos (5) + L.sin (3)
T T 5 S e
= eis(g+ 3) = eis () =eos() + 15 ()

T 91
z, = Cis (§ + n) = cis (?) = ¢is(0,875m) = cos(0,875m) + i.sin(0,875m)

. /m  3m . (13m . .
Z3 = Cis (§ + 7) = cis (?) = cis(0,375m ) = cos(0,375m ) + i.sin(0,375m)

Aunque esta representacion grafica fue hecho con software es posible hacerla a mano teniendo en cuenta la medida de
angulos en grados y aproximandolos por los &ngulos notables vea ademas que si se unen los puntos azules (que son las
raices) se obtiene un poligono regular, esto debe pasar
siempre en la representacidn grafica de las raices de
un namero complejo.

Z1

L 20

ol A

A5 h ' I ' 15
0,375m

0,875m
2

Z3
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Ejercicio 2: Encuentre y grafique las raices del siguiente nimero complejo:
2% =+V3-i
Solucién:

Construimos primero un numero complejo w tal que
1 1
Z5=V3—-i=w > w= V3—-i 5> ws=(V3-i )’ =1z

Aqui la idea fue construir un nuevo nimero complejo que sea idéntico al que tiene z° en la igualdad, asi al elevar este
namero a la potencia inversa de z (osea 1/5) se despeje z automaticamente.

Ahora nos disponemos a utilizar la férmula de Maivre, para eso expresamos primero v/3 — i en forma polar.

W3—il = (V3 + 12=2

Veamos primero graficamente donde esta el nimero complejo.

Primero el modulo

Ahora el argumento

La flecha curva indica el argumento del nimero complejos que en esta '
gréafica esta representado como el punto azul sefialado por un vector
(el ntmero complejo es el punto, no el vector).

Entonces:

Arg(w) = arg(w) + 2km

T
arg(w) = —tan™! (—) = ——
Con estos datos tenemos:
w=2.cis(2kn—7 ),k €2
6

Recordando que:

ull =

w%=(\/§—i) =z

Y aplicando la férmula de Mdivre con n=1/5

%—Zé' (Zk T[)l _2% _(2k7r n)
w5 = 25.cis T c) )= .Cis c 30

La pregunta ahora es de donde a donde debe variar k, para esto recordemos que son 5 raices complejas las que se estan

buscando dada la expresion z° = /3 — i, entonces k=0, 1, 2, 3, 4. El cero debe incluirse dado que la rama principal (0
inicial) de los nimeros complejos comienzaenk =0noenk = 1.

Asi:

_ 2% L —TN\ T —m 180° 6
Zy = .ClS(—),%%%. - = -

30
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2% . <2n n) 2% . (11n) 11m 117 180° 660
= . —_— =< = . ) - . =
“ S\ 730 S \30)30 ~ 30 x
2% ) <4n n) 2% ) (2371) 23m 23w 180° 138°
= . —_— <= . ) Ed . =
72 S5 730 ““\30) 30 ~ 30 =«
1  /6m T 1 /Im\ Tm 7m 180° .
Z3 = 25.c15(?—ﬁ)= 25.c15(? s - % = 210
2% ) (871 ‘IT) 2% ] (4771) 47 47m 180° 2870
= . —_— — -~ = . , g . =
Za ‘S5 730 ““\30/)30 T 30 =

Recuérdese que usualmente en matemaéticas no se trabaja con los dngulos expresados en grados sino en radianes, mas
sin embargo aqui hemos hecho la representacion en grados para poder ver méas facilmente un posible error que puede
darse de querer decir que las dos Ultimas expresiones de la raices z; y z, estan bien representadas. Se sabe que todas
las raices de un nimero complejo deben caer en el intervalo [— 1), esto en grados quiere decir que los argumentos no
deben salirse de -180° y 180°, en nuestro caso vemos que los argumentos de las dos Ultimas raices son mayores a los
180°, por lo tanto aunque al momento de graficarlas estén bien, y ademas estén bien calculadas estan mal
representadas.

Para solventar este problema se debe tantear un angulo que restado a esos argumentos (en grados para poder verlo en el
plano) permita una buena representacion de las ultimas raices, véase que 210° esta en el tercer cuadrante por lo que si
se le resta 360° no solo cae en el mismo “lugar” de ese cuadrante sino que ademas también en [— m,T) Yy para 282° que
cae en el cuarto cuadrante se realuza la misma operacion.

Ojo: se restan los 360° y no se suman porque en este caso los argumentos superaron a 180° y habia que “hacerlos

retroceder”
210° — 360° 150° 150° " o
—_— fefp— _ - . —_— —_——.
180° 6
282° —360° 78° 78° T —1im
— _- — - — . =
180° 30
Respuesta:

ZZ=2'

1 /6mr @ 1 (/7n 1 /=5m
zz = 25.cis (———) = 25.cis (—) = 25.cis (—)

5 30 6 6
_ 2% . (87r T[) _ 2% . (477r) _ 2% . (—13n)
Zy = .ClS 5 30 = .ClS 30 = .ClS 30
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1.4
71
1
2
08
06
23m
30 o4
11m
30
\ _r
14 1 1 0® 08 da 02 o 032 30 1 B2 1.4
02 —13m Z0
30
Ll
Z3 —5 =05
6
-0.81
-14
-1.24
24
-1 4

Vea que si se trazan rectas de punto a punto (los puntos son las raices) se forma
un poligono regular (en este caso un pentagono), esto debe pasar siempre en la representacion grafica.
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Ejercicio 3: Encuentre a que es igual la expresion
Vi+i
Y diga porqué es diferente resolver ese ejercicio a resolver este otro
z2=1+i
Solucioén:

Empecemos viendo el ejercicio inicial como un nimero complejo w que se elevo a la potencia (1/2), este es el
procedimiento correcto para empezar este tipo de ejercicios.

1
w=1+i - w2z2=+V1+i
Veamos la forma polar de w.

wl = V12 +12 = V2
Veamos la expresion gréfica de w para identificar el argumento de

la rama principal.

0.5

-0.5 4

No hace falta decir por el cuadrado dibujado que:
T
Arg(w) = 1 + 2km
Asi entonces:
. T
w = V2.cis (Z + 2krr)

Entonces por la formula de Mbivre:

N[ =

w% = /22.cis [(E + 2k7'r) %] = 2%. cis (g + krc)

4

En este punto debemos pensar que estamos buscando una expresion andloga a v1 + i no estamos buscando las raices
de este nimero por lo que solo nos basta considerar la rama principal con k=0, para nuestro analisis.

Viti= 2%. cis (g) = 2%. (cos (E) +i.sin (E)>

8 8
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Ahora si en vez de pensar el ejercicio como se hizo desde un principio y hago el siguiente analisis

z=V1+i - z2=1+i

Nos estariamos disponiendo a calculas las raices de de esta z la que po supuesto arrojara dos valores y no uno.

Sea

= T 1 on on 9 180°
z, = V22, cis (— + n) = 24, (cos (?) +i.sin (?))'? - = 202,5°

Para hacer que el &ngulo de la segunda raiz caiga en [— 7, ) restamos 360° al angulo obtenido (ver los ejercicios 1y 2
anteriores a este)

202,5° - 360° = —157,5° - —157,5°

Tgos = ~08751

Respuesta:

14+i= 2%. (cos (g) + i.sin (g))

Resolver este ejercicio es diferente a pensar que la expresion v'1 + i proviene de z2 = 1 + i, ya que en la segunda se

calculan las raices de z y se arrojaran dos resultados en cambio para simplificar v1 + i solo necesitamos pensar que
este es un nimero complejo w que se elevéd a (1/2).

Este ejercicio es para mostrar que la formula de Mdivre se puede utilizar no solo para el célculo de raices sino también
para la simplificacion de expresiones que involucren potencias.
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Ejercicio 4: Expresar el nimero real A en la forma x + iy
A=(-1-i3)%2
Solucion:

Antes que nada ya que nos disponemos a utilizar la formula de Mdivre para este problema, es necesario expresar A en
su forma polar

Al = [(-12+(V3)’ = VG =2

Para el argumento veamos graficamente el nimero

—\/§ 0.5
arg(4) = —m + tan™?! <_—1> = —m + tan~'(—V3) =
4 T —2n A) —2m
— —_—— = —
TT3T 73 arg 3
Entonces

. m . ! . (=2m\\* .
A=2.cis (T)' A=(-1-iV3)2=(-1-iV3) .(-1-ivV3) » > <Z.ClS (T)) (-1-1iV3)
Recordemos que tratamos de expresar este puntual nimero A de otra forma (de la forma x + iy) por lo que no
consideramos el Arg(A) y la k que consideramos en k = 0.
—2m\\*! -2 27
(Z.Cis (T)) =22 cis (T'21> =22 cis (T'3'7) = 221 cis(—14m)

Veamos este argumento en grados para analizarlo y ver si es posible llegar a un angulo notable.

[e]

180
—14m. —2520°, 360°.7 = 2520°

Entonces se ve claramente que 2520 es maltiplo de 360 y es lo mismo considerar 2520° que 0°, mas aun este paso no
era necesario si se veia que -14m es multiplo par de m entonces:

221 cis(—14m) = 22t (cos(—14m) + i.sen(—14m)) = 22, (cos(14m) — i.sen(14m)) = 221

Respuesta:
(-1-iv3)" = (=1 iv3)" . (-1 - i.v3) = —221.(1 + i.V3)

El truco de considerar la expresion de la forma (—1 —i. x/§)28. (—1 — . \/§) No es Mas que un paso conveniente para
llegar a un resultamos mas resumido y atractivo, se ha podido utilizar la férmula de Méivre con la potencia 22 y el
resultado seria diferente pero igual de valido. Otro punto a considerar es que se trabajo este ejercicio en la rama
principal con k = 0, era valido encontrar una respuesta de la forma méas general posible considerando el ya conocido
2km dentro del argumento del Cis.
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Algebra de numeros

complejos.
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Ejercicio 1: Expresar los siguientes nimeros complejos en la forma a+ib o en la forma de una funcidén trigonométrica

Solucion:

Solucion de a)

141 1
ln( ) ln<—+1—) ln|—+l |+i(ar <—+1—)+2kn)
V2 22 V2 272
Veamos la expresion para el modulo
|1+_1| <1)2+(1)2 1+1 )
—_— 11— = —_— —_— = —_ -_——=
vz vl T\ T\ T 272

Veamos la expresion para el argumento

LoDy e (M2 iy 2T
arg(\/_+l\/_)—tan <1/\/E>—tan (1)—4

Armando todo esto

In (1\7;) = In(1) + i(% +2km) = i (% + 2kn)

Solucion de b)

(1\/—;)1“’ _ (1\/—;)1 | (1\/—;)1'

Estudiemos la Gltima expresion por separado

(1\/_7i>i _ em[(%)i] _ ()

Y ahora esta otra

ln(lv_ii)=ln<1\/_§i) ln(%— T> |\/_ i%|+i(arg(?—LT)+2kn)=i(—%+2kﬂ)

Asi

PN —iN . T =1 T G
(1\/71) _ (1\51).61,1(_Z+2kn) _ (%)_e(Z_ZkTE) _¢ = —i NG

Solucién de c)

(=)

@ +i
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Esta expresion no es otra cosa que la combinacion de los dos factores ity i~
it = eIn(i) = piin()
. . n . 7-[
In(i)=In(1)+i (E + 2kn) =i (E + 2kn)
i = ei.i(§+2kn) _ e—(§+zkn)

No es dificil mostrar que

Lo gii(Trzkn) _ (Bezer)

Entonces
(§raen) _ ~(5rawn)
e e
_(ii — i_i) - (e—(%+2kn) - e(%+2kn)) e(%+2k7t) _ e—(%+2kn) 2'( 2 >
Gi+i D) o~ (grakm) | (G+2km) = o(G+2km) | ~(F+2kn) = 2 <e(%+2"") + e_(gmn))
) 2
senh (2 + 2kn
= (72r ) = tanh (g + 2kn)
cosh (7 + an)
Respuesta:

a) In (1\7;) =i (% + 2kn)

E—Zkrr) e (%—an:)

" (1 _ l-)1+i _ e(4~

z vz T
—(it =i m
C) W = tanh (E + Zle’)
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Ejercicio 2: Expresar el siguiente nimero w en la forma a+ib
w=tan(2 —1i)
Solucion:

sen(2 —1i
tan(2 —1i) = ﬁ
Conociendo las siguientes identidades trigonométricas
sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a)sen(b)

Tenemos

B sen(2) cos(i) — sen(i) cos(2)

tan(2 —i) = cos(2) cos(i) + sen(2)sen(i)

Veamos en que se convierten los términos cos (i) y sen(i)

etl4e il e lyel elgel

cos(i) = 5 = 5 = 3 = cosh (1)
pll _p=ii 1 p=1_pl el _ -1
sen(i) = T =7 = 1. 5 = i.senh (1)
Asi
tan(2 — i) = sen(2) cosh(1) — i.senh(1) cos(2)

~ cos(2) cosh(1) + i.sen(2)senh(1)
Solo multiplicando por un “uno” que sea el conjugado del denominado podremos hacer real el denominador

_ sen(2) cosh(1) — i.senh(1) cos(2) cos(2) cosh(1) —i.sen(2)senh(1) B
"~ cos(2) cosh(1) + i.sen(2)senh(1) cos(2) cosh(1) —i.sen(2)senh(1)

tan(2 — i)

cosh?(1)sen(2) cos(2) — i.cos?(2)senh(1) cosh(1) — i.sen?(2) cosh(1) senh(1) — senh?(1) cos(2) sen(2)
cos?(2) cosh?(1) + sen?(2)senh?(1)

_ sen(2) cos(2)(cosh?(1) — senh?®(1)) — i.senh(1) cosh(1) (cos?(2) + sen?(2)) _
- cos?(2) cosh?(1) + sen?(2)senh?(1) B

Conociendo las siguientes identidades hiperbdlica y trigonométrica
cosh?(a) — senh?(a) = 1
cos?(a) + sen?(a) = 1
Asi

sen(2) cos(2) — i.senh(1) cosh(1) B
cos?(2) (1 + senhz(l)) + sen?(2)senh?(1)
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sen(2) cos(2) — i.senh(1) cosh(1) 2. sen(22) cos(2) i.2. senh(zl) cosh(1)

- c0s?(2) + cos?(2) senh?(1) + sen?(2)senh?(1) - cos?(2) + senh?(1).(cos?(2) + sen?(2)) -

2 sen(2) cos(2) —i.2.senh(1) cosh(1)
B 2. (6052(2) + senhz(l))

Conociendo las siguientes identidades hiperbdlica y trigonométrica
sen(2a) = 2.sen(a) cos(a)

senh(2a) = 2.senh(a) cosh(a)

Asi
~_ sen(4) —i.senh(2)
tan(Z - l) - 2 (COSZ(Z) + SenhZ(l))
Respuesta:
e sen(4) » [ senh(2)
an(2 -1 = 2.(cos?(2) + senh?(1)) "2 (cos2(2) +senh?(1))

Dese cuenta que la respuesta es de la forma a+ib
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Ejercicio 3: Encontrar una expresion algebraica para la funcién inversa de cos(z)
Solucién:

Ahora que se conoce una expresion directa para la funcion coseno que consta de suma de exponenciales, podemos
manipular dicha expresion para luego aplicar el logaritmo complejo y llegar a la funcién pedida.

elZ +e—lZ elZ _l_e—lZ
— - cos(z)=——=w

cos(z) = 3

Recordar que para encontrar la funcion inversa se tiene que despejar z en funcién de w.

. . )
ez +e7t2 ) ) . 1 (elz) +1
W=———— 5 2w=¢e%+e7% > 2W=elz+ﬁ - 2w=-—"

> - 2we’ = (eiz)2 +1

- (eiz)z - ZW(eiz) +1 =0

De aqui en adelante hay varios caminos, la técnica que se usara aqui es hacer un cambio de variables

(er)’ —2w(e?) +1 =0 - (K)2—2w(k)+1 =0
Esto es un polinomio de grado dos que bien puede resolverse por una resolvente

_—(2w) £ (—2w)2 - 411 2w VAwZ —4 2wt 2Vw? -1
B 2.1 - 2 B 2

k =w+Jwz-1

Basta con tomas los valores positivos de la raiz, y asi

k=w+Jw2—1=¢e? 5 eZ=w+/wz—1
Tomando logaritmo complejo en ambos lado de la igualdad
In(e'?) = ln(w+ w2 — 1) - iz= ln(w+ w2 — 1) - z= —i.ln(w+ w2 — 1)
Respuesta:
cos™1(z) = —i.ln (z ++z2 — 1)
Usando este procedimiento o uno similar se pueden resolver todos los problemas que se vean de la siguiente manera
sen(z) =a+ib
cos(z) =a+ib
tan(z) = a +ib
senh(z) = a+ib
cosh(z) =a+ib

tanh(z) = a+ib

Un buen ejemplo puede ser el siguiente ejercicio.

101



Despejar el valor de z de la siguiente ecuacion.

tan(z) = -1+
Solucioén:

Este ejercicio puede ser resulto de dos maneras, 0 encontramos la expresién de la funcién inversa de la tangente y
luego sustituimos el valor del nimero (—1 + i) 6 tratamos este nimero como un nimero a (que seria un nimero
complejo) y vamos despejando z con a en la ecuacién. Tomaremos el segundo camino, ya que el primero fue
practicado anteriormente.

Primero expresemos resumidamente a la tangente en su forma exponencial

iz

iz _ ,— .
an(z) — % ~ elz _ p-iz _ i (e—iz — elz _ i. (]_ — (elz)z)
an\z) = elz 4 g—iz - i (eiz 4+ e—iz) - (eiz 4 e—iz) - (1 + (eiz)Z)

2

Entonces regresando al ejercicio

] N2
L.(l—(elz)):_l_l_i a=—1+i _)i.(l—hz):
1+ (e®)?) ' e?=h (1 + h?)

> i(1-h)=a(1+h?® -i—-ih*—a—ah?>=0 - h?(i+a)+(a—-i)=0 -
:i—aﬁeizzzi—a_i—(—1+i) L 2z 1

= e
i+a ita i+(-1+1) —1+i2

a —

tan(z) = —-1+i -

hZ

Ahora que el término que contiene a la variable esta despejado es que podemos utilizar el logaritmo complejo.

R P
e e W s 7 s WA

i - -1 i2
Examinemos a que es igual In (? — ?)

l(_l iz)—l 1,2 +'< (_1 i2)+2k)—1 Vs +i(—m + tan~1(2) + 2km)
n 5 5 =1n 25 25 tyarg 5 5 T)=1In 5 l A an T

Terminando con el ejercicio
[

i2z=1n <§> +i(-m+tan 1(2) + 2kn) - z= _7 [ln <§> +i((w(2k — 1) + tan~1(2))

Respuesta:

z= B (m(2k — 1) + tan‘l(Z))] —i Eln (?)]
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Ejercicio 4: Resolver la siguiente ecuacion
cos(z) = cosh (2)
Solucion:

ez f ez pZ peZ iz, 1 ;. 1 iz 1 , 1
2 2 T ¢ t@mTetg T e TETe T

cos(z) = cosh(z) -

El paso anterior es el mas dificil de identificar, para poder continuar el ejercicio si no se combinaran los términos iz y z
realizando el paso anterior, el ejercicio iria hacia respuestas triviales o sin sentido, ya que lo que quedaria seria operar
los miembros de las ecuaciones teniendo de un lado la unidad compleja en los exponentes y del otro la unidad real en
los exponentes, los calculos algebraicos no nos llevarian a ningan lado.
eizez -1 ezeiz -1 (ez(1+i) _ 1) (ez(1+i) _ 1)
- = -

e’ ) .
- ez = eiz e? elz - e?' (eZ(Hl) - 1) = (eZ(Hl) - 1) -

Es tentativo pasar el factor (ez(l”) - 1) dividiendo, pero esto es un error, ese factor puede ser cero para ciertos

valores de z, lo correcto es pasarlo restando.

e_izz_ (20D — 1) — (e2(*D — 1) = 0 - 21D (24D _ 1) — (2D _ 1) =0 -
e
(ez(1+i) _ 1)(82(1_i) _ 1) =0

et — 1 =057+ =15 z(1+i) =In(1) » z(1 +1i) =i(0 + 2kn) > z(1 +i) = i2kwr > z = (1 + Dkn
e?17D —1=0 - e?0"0 =152z(1—-i) =In(1) » z(1 —i) =i(0+ 2kn) > z(1 —i) = i2kn > z = (-1 + D)kn

Respuesta:

z={0+kn
z=(-1+1ikn
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Funciones Analiticas.
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Ejercicio 1: Hallar la conjugada armoénica de u(x + iy) y luego la funcion f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) donde:

ulx,y) = m

Solucion:

Si existe la funcion v(x, y)entonces ella cumple las condiciones de Cauchy-Riemman necesarias para la analiticidad.

De aqui en adelante se tienen dos caminos posibles, el primero es el més dificil derivando u(x, y) respecto a x (este
camino se utilizara en el ejercicio 4) el segundo es considerablemente mas facil, consiste en tomar la derivada parcial
de u(x, y) respecto a y, y por aqui seguiremos

—2xy
Uy = (x2 + y2)? =~

2x -y
v(x,y) = yf 2+ )2 dx = @2t yD) + o)

Tomamos este resultado y lo derivamos respecto a y

y2 — x2

= — 4 !
Uy = Gy T OO
Si ahora derivamos u(x, y) respecto a x e igualamos valiéndonos de las condiciones de Cauchy-Riemman

yz_xz yz_xz
U= GaryE T = aanmE T 2 90 =0 = o) =Ce=c

Solo para fines précticos de este ejercicio consideraremos ¢ = 0

Entonces:
_ -y
veey) = Gav e
Finalmente
_ . _ x B i.y _x—i.y_i_l
f(Z) - u(x'Y) + l-v(x'y) - xz + yz (x2+y2) - xz + yZ - Z.Z__ 7
Respuesta:
1
f(Z) = ;
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Ejercicio 2: Expresar la siguiente funcion f (x, y) como una funcion que dependa Gnicamente de z

iy .

—2xy+ix2— m—l}/

floy) =

x% + y?
Solucién:

Recuérdese que para q se pueda escribir f(x,y) como una funcién f(z) que dependa inicamente de z la misma
debe satisfacer dos condiciones

1. Las primeras derivadas (respecto a X y respecto ay) de f(x,y) deben existir (estas pueden no existir en
algunos puntos x e y, eso lo que significa es que seguramente f(z) no sera analitica en esos puntos).

2.u(x,y)y v(x,y) deben satisfacer las condiciones de Cauchy-Riemman, u, = vy, u, = —vy

Condicion 1.

1 2(y% +ixy) .
Fay) = =2y =5t G ey T

i 2(.y% +xy) .
fy(x,y) = =2y —i2y

T X2 + y2 ' (x2 + y2)?
De aqui lo que podemos ir concluyendo es que lo mas seguro sea que f(z)no sea analiticaes z = 0

Condicion 2.
Para comprobar esta condicién es recomendable expresar f(x,y) como f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y)

y

flx,y) = [ —2xy]+ i[(xz— y?) — .

x% + y?

2yt 1
Uy = (x2 + y2)2 x2 4+ yz

-2y =,

2.xy
U, = —(xz T+ 72 + 2y = —v,

En efecto podremos encontrar una expresion que dependa Unicamente de z haciendo operaciones algebraicas
sobref(x,y), recuerde que x + iy = z

x—ly . x—ly . ,
DY) = = —2xy +i(x? —y*) = +ix?—2xy—iy?=
f&y) x?2 + y? CAR S (x—iy).(x + iy) BX -y
1 1

= +ix?—xy—xy—iy*= + Lx?+itxy+itxy +idy? =

X+ iy i.x Xy —xy—1y X+ iy I.x i“.xy+ic.xy+iy

= + ix.(x +iy) +iZ.y(x +iy) = ! +'(+')(+')—1+' —1+'2

_x+iy IX. (X Ly 1.y Ly _x+iy L(x ly).\X y _Z l.Z.Z—Z l.Z
Respuesta:

f(2) = §+ i.z? Vea que como se supuso f(z) no es analiticaenz = 0
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Ejercicio 3: Determinar si la funcion f (x, y) definida por:
Flo,y) = x3+ B3x2.y +e* =Y . cos(2xy) — iy3 +i.e* =Y . sin(2xy) — 3y2.x
Es una funcion analitica. Hallar demés la expresion cerrada de f(z) en términos de z solamente.
Solucioén:
Lo primero es identificar u(x,y) y v(x, y) recordando que f (x,y) = u(x,y) + iv(x,y)
flx,y) = [x3=3y%x + exz‘yz.cos(ny)] + i[3x%y—y3+ exz‘yz.sin(ny)]
u(x,y) = x3 — 3y%.x + e =Y. cos(2xy)
v(x,y) = 3x%.y —y3 + X~ ¥ sin(2xy)

Recuérdese que para q se pueda escribir f(x,y) como una funcién f(z) que dependa Gnicamente de z la misma
debe satisfacer dos condiciones

1. Las primeras derivadas (respecto a x y respecto ay) de f(x,y) deben existir (estas pueden no existir en
algunos puntos x e y, eso lo que significa es que seguramente f(z) no sera analitica en esos puntos).

2.u(x,y) y v(x,y) deben satisfacer las condiciones de Cauchy-Riemman, u, = vy, u, = —vy

Condicion 1.

2 .
fe(x,y) = 3(x + iy). [g.exz“zxy‘yz + x+ iy]

f(6y) =3(x + iy). E.e"z‘yz. (i.cos(2xy) — sin(2xy)) + ix — y]
Parece no haber problemas con discontinuidades vistas desde el plano complejo, seguramente f(z) es entera.
Condicién 2.
Uy = 3(x% — y2) + 2.e*° 7Y (x. cos(2xy) — y.sin(2xy) = vy
u, = —6xy — 2yex2‘y2.cos(2xy) - erxz‘yz.sin(ny) = —v,

Con las condiciones comprobadas entonces podemos asegurar que es posible expresar f(x,y) como una funcion que
depende Unicamente de z.

FO,y) = x3 + i3x2%.y + e ¥ . cos(2xy) — iy3 +i.e* " ¥’ .sin(2xy) - 3y%.x
= x3 + 3x%.y - 3y%.x —i.y3 + X V" (cos(2xy) + i.sin(2xy))
= x3 + 3x%.y - 3yt x —i.y3 + ¥ V' ety
= x3+i3x%y+ i%2.3.y%.x+ (iy)® + pX2+i2xy-y?
= x3 +3.x%(iy) + 3.x(iy)? + (iy)3 + eX 2N+ = (x 4 iy)3 + eCHIN = 23 4 7

Respuesta:
f(z) = 23+ €%

Como se supuso la funcion es entera, esto significa que es analitica en todo el plano complejo.
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Ejercicio 4: Sea A una region simplemente conexa, que no contiene al punto 1 + i2, y sea

x—1
x—1)2+ (y—2)2

u(x,y) = C

Hallar una funcion V(x,y): R? - R tal que f (u, v) = u(x,y) + iv(x,y) sea analitica en A. Finalmente exprese
f (u, v) como una funcién que dependa solo de z.

Solucion:

Para encontrar v(x, y) debemos recordar que u(x, y) tiene que cumplir con las condiciones de Cauchy-Riemman, asi.

_ =2 -1?
R R R D

__2G-De-2)
A R e D

u

Siu, = v, > v(x,y) = [u,dy, entonces

[ =2 -(-1)  y-2=t-dy=adt t* —a?
D= Go Y x-1=a f@2+ﬂy

Simplifiquemos primero el integrando usando trucos matematicos

t? — a® t? a? t? 4+ a? —a® a?
@+ 2?2 (@ + 22 (a*+ 22 (a?+ t2)2 (@2 + t9)?2
t? + a® a? a? 1 2a?
T @+ 2?2 (@+ 22 (@ + 2?7 @+ ) (aP+ 27
B 1 2.(a* +t*—t?) 1 t?2 + a? t2 B
@+t (a%+ tD2 (a+ tDT <(a2 +t9)2 (a + t2)2>
1 2 2.t2 2.t2 1

@+ )1 @+ ) @+ )2 @+ )2 (@@t 9

Entonces

2.t2 1 t? 1
vey) = f<< FOr @+ m) @0=2 | i -

Resolvamos | primero
tz
- | @

t? t
= f(a2 + t2)2 de = ft'(a2+ t2)?2 a

Ahora resolvamos

t
J-(aZ + t2)2 dt

La idea es hacer una integral por partes.
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(a?+ t?) =k

f g 2tdt=dk 1 rdk -1 —1
(a2 + t2)z2 7’ dk 2°) k2 2k 2.(a?+t?)
kdk = —
2
Integrando | por partes
I g f
2. (a2+ tz) (a2+ t?)

Sustituyendo! en v(x, y)

—t 1 —t dt dt
v = 2 ey t f(a2 tz)] f(a2 y 0 T @ e +f(a2+ t2) f(a2+ R
t

—-(y-2)
v(x,y) = m"‘ px) = =12+ (y —2)° + ()

’ _—[—(37—2)2-(96—1)]Jr ') = —u, = 2(x — 1)y —2)
*Tlo-22+ - P T T T -2+ (v - 2072

-(y—2)
(x—1)2%2+ (y — 2)?

> @'(x)=0->¢pkx)=Cte=c,ceR

v(x,y) = +c

, x—1 . 2-y)
[ =f@ =ua) + e = o —m gt a- v o -2 T

Solo para simplificar los calculos a partir de ahora tomaremos ¢ = 0, pudiera considerase igualmente en los célculo
como una constante genérica y esto no alteraria los resultados.

x—1 (2-y) -1 -i(y—2)
(x—1)2+(y—2)2Jr(x—l)2+(y—2)2_(x—1)2+(y—2)2

f2) =

Si los factores (x — 1) y (y — 2) son variables reales de un nimero complejo desconocido, entonces da lo mismo que
expresarlascomo (x — 1) =x'y(y—2) =y

()_x’—iy’_ x' =iy 3 1 3 1 B 1 B 1
1z CX2+y?2 T X+ iy —iy) (K +iy) (- 4ily=2) x+iy—(1+i2) z-(1+i2)
@) = —

@)= r—armo
Respuesta:
La conjugada armoénica de u(x,y) es
oY) = —(y —2)
TG0 -2

La funcion f(x, y) expresada como funcion de z es

1

@& =—a+o

Vea que la funcion f(z) es analitica es todo punto del plano complejo excepto en (1 + i2), tal y como sugeria el
enunciado del problema, por lo que la funcion que encontramos funciona.
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Series complejas.
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Ejercicio 1: Considere la funcion f(z), esta es analitica en todas partes excepto en z = 1,2 encuentre la serie de
Laurent en las regiones a),b) y c).

1

1=

a)l<|z| <2, b)|z| < 1, )0<|z—-1|<1

Solucion:
a)l<|z| <2
Dibujemos los anillos de convergencia de la serie.

Seré siempre necesario expresar la funcién en sus fracciones
parciales.

1 _ 1 _ 1 1
z22-3z+2 (z-1D(z-2) z-2 z-1

Para un anillo de la forma a < |z| < b debo pensar que se estan
pidiendo dos series, una de Laurent y otra de Taylor.

En la expresion algebraica de la funcidn, aparecen los valores 2y 1 que
pueden usarse a conveniencia para “construir” las series, por lo general se utiliza la siguiente serie para las
construcciones.

1 _i .
1—z d

n=0

Empecemos con la region de Taylor |z| < 2

1 1 -z 1 . , , . . .
De —— — tomo solo la expresion — quees la que tiene el nimero 2 que me ayudara a construir la serie y la trabajo

z—2

por separado.

1 -12 1 1 __li(z)n
z—2_1_% 21_(%)_ 2441\2

Si verificaramos este resultado por el teorema de la raiz

n
lim

Z—00

2

Z|n |Z
2

z
, |E|<1—>|Z|<2

Pasamos a la serie de Laurent, tomando le término que nos quedd

1 -1z 1 1 1o/ v 1 vl
z—1 1~ 7 1 __EZ(E) __ZZ"“__ZZ_"
1-(3)

b)|z| <1
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Solo se tiene una convergencia de una serie de Taylor, centrada en cero,
uno de los términos sera facilmente llevable a converger a esta region

el otro término, que pareciera no sera posible llevarlo a esa regién de
convergencia igual deberemos trabajarlo almenos para que tenga un
comportamiento igual al de una serie de Taylor, al final estudiaremos

la convergencia d ela serie que nos quedo6 y veremos si funciona.

n=0
1 -12 1 1 1 i (z)n
=2 1-% 21_(7) 24412
1 (00 7 n (e . (00 . Zn [00) 1 .
f(z):_iz(i) +ZZ :Z 25T gnet :Z(l_znﬂ)z :
n=0 n=0 n=0 n=0

Veamos si converge a lo que queremos.

i Ayt i (2n+2 _ 1)Zn+1 2n+1 3 |Z . 22 _ 1/2n

Z‘_E’{,}, a, - Zl_)rg, n+2 '(2n+1 —1)zn 2 ZHE, 22 —1/2n

La serie funciona.

=1zl <1

centrada en z = 1.

1 1
Z—2=—1+(z—1) 1_(2_1) Z(Z—l)

, . 1 . .
En cuanto al término — él es su propia serie de Laurent

C 1
f@)==) @D~
n=0

Respuesta:

[ee] [ee]

si 1<]z|<2 - f(Z)=_zZn1+1_%Z(§)n

n= n=0

silzl<1 - f(2) =§:( 2n+1)

(z-1)

1 (o)
si 0<|z—-1|<1 - f(2)=- - ) (-
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Lo que tendremos en esta serie es que por lo menos "
habra un solo término de Laurent, de resto véase que a
tenemos una region de convergencia de serie de Taylor "
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Ejercicio 2: Desarrollar f(z) en las diferentes zonas de convergencia

V4

f@ =75 @D0<Iz+2[<3, b)lz+2>3

Solucion:
Llevo la funcion a expresarla en fracciones parciales.

z _ z _ 2 1
zz+z—2_(z+2)(z—1)_3(z+2)+3(z—1)

a)0<|z+2|<3

1 Iy
Empecemos con - D centremos esta expresion en z=-2 s
1 1 1 -1 1 _ ,
3z—=1) 3 (z—-1) 3 '1—-(z+2)+2
1 1 -1 1 _
T3 3-(z+2) 9 ,_(2t2\ : :
1-(55)

=%§(Z”) S

El término

es su propia serie de Laurent.

2 1 (z+2)"
f@:m‘anzos—n

( 2)

b)|z+ 2| >3

Se nos pide una serie de Laurent centrada en z=2.

en z=2

Empecemos centrando el término ( 5

1 1 B
3z—=1) 3(z+2-2-1)

1 _ 1
"—34(z42)

1
3

1 1 -1 1

3 3\ 3(z+2) 3~
(Z+2).<1—(Z+2)> (Z+ )1_Z+—2

o)

= 3(Z_i 2) 'nZ;) (Z i 2) Z (z + 2)nt1 -

Para el término

( eI es su propia serie de Laurent.
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2 N
0= 565" LG

. . ., ‘ . 1
Pareciera que hemos terminado, pero esta expresion como tal posee dos términos de la forma ok desarrollemos

algunos términos de la serie junto con Y veamos que pasa

2
3(z+2)

I o 3t 2 1 3 32 33
f(Z)_3(z+2)_nz=;)(z+2)"+1_3(z+2)_3(z+2)_3(z+2)2_3(z+2)3_3(z+2)4_m

1 3 32 33 34
T3@z+2) 3(z+2)? 3(z+2)° 3(z+2)* 3(z+2)5
1 1 3 32 33 1 o 3l
T3@Z+2) @422 (2423 (z+2* (z+25 3(z+2)_;(z+2)"+1

1 S
[ =565 Lo

Respuesta:

0<| 2 <3 B 2 1oo(z+2)n
+ % —— — — —
St z f 3(z+2) 920 3n
n=

1 o 3l
silz+2]|>3 - f(Z):m—ZW
n=
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Ejercicio 3: Desarrollar las series de Laurent que aproximen a las funciones f(z) y g(z) alrededor del punto z = 0.

@ =" gy =~ sen? (3)

Ademas estudie el punto z = 0 y vea los anillos de convergencia.
Solucion:

Empecemos con f(z)

Se sabe que
S2n+1 2n+1 2n+1
h —2 h —Z—
senh(z) it D! - senh(mz) it D!
3 m3z3 wbz> n’z7 n°z° _non® wzt n’z® n°z° B
f@ =gttt gt |ty T e T T T

2n+5 2n+1

3'2 Z (2n + 5)!

Para estudiar el punto z=0 es recomendables estudiar las sumas de los términos que tienden al infinito

3 wiz' w’z3 w975

31z 51 T g

f@) =+

Pienso ¢Qué potencia de z debo extraer de esta expresion para que quede una funcién analitica multiplicandola?

5,4 7,6 9,8
mn-z m z V[ A p\Z
()

f(z)_ G- T TR R

La funcién &f) tiene un polo de tercer orden en z=0, ya que
z

@(0) #0,00
Estudiemos ahora la convergencia
3
Los términos de Laurent :—3 + :72 convergen a ellos, para todo valor de z en el plano complejo diferente de cero.

Para la parte de Taylor utilizamos el criterio del cociente

m?tn’z?"z3  (2n +5)!
(2n+7)! ‘m2ngSz2ng

an+1
an

lim

Z—00

Z—)OO

1
Izl i | 2o T 42

Entonces la serie siempre converge.
Ahora pasemos a g(z)

Se sabe

1 1 1 1 1 1
2 =___ 2 2y =Z2_Z —
sen“(z) 3 2.cos( z) - sen (22) 5~ 5 C0S (z)
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Y ademas

Seonan |y S o
cos(2) = ) gy 7 €os (E)‘Z(Zn)'zzn

n=0

Sabiendo esto podemos expresar g(z) de manera diferente

2(1)_1 1 (1) 1 15: (D"
S \2z) T272°%\Z) T2T 2 L anen

n=0
1 v (=" 1 111 1 1 1
a() = E["EZ zn)'zm]—zz‘z At AR
11, 1 1, 1 1 1, 1 1 (=pr
T2z 2z 22123 24175 26l77 T 22173 24125 2.6!z7 ) 1(2n)!z2n+1
n=
100 (_1)n+1
9(2) =3

2 (Zn)' Z2n+1

Estudiemos el punto z = 0.

A simple vista podemos ver que no existe una potencia que extraida de los infinitos denominadores de la serie nos deje
una ¢(z) (como en el ejercicio anterior) que en el valor de cero no se vuelva cero o infinito, si pensamos por ejemplo
que el valor de 3 pudiera funcionar, tendremos

1 1,1 1 1,1 _
22123 24125 ' 26177 T 7314 24122 7 2602 =53¢

g9(z) =

Claramente ¢(z) arroja infinitas discontinuidades en el valor de cero, entonces 3 no es la potencia, si extraigo 4 tengo
el mismo caso, si extraigo 5 tengo el mismo caso, y asi sucesivamente, entonces la gran conclusion es que la funcién
g(2) tiene una singularidad esencial en z = 0, causada seguramente por el argumento de la funcion seno que la
compone.

Estudiando la convergencia.

i [ (“D"(=D> @mizz| 1 DI IR o<t
ol e, |~ 2w |@n+2)22n28 (D=1 |22 zom |Cn+ 2| 122|250 |anZ v en+ 2]
La serie siempre converge a la funcion g(z).
Respuesta:
) == Z mAnts, g2ntl f(z) tiene un polo de tercer ordenenz =0
- z3 2n+5)! "’ La serie converge para todo valor de z
(2) = 1 (-t f () tiene una singularidad esencial en z = 0
9\ =5 ] (2n)! z2n+1’ La serie converge para todo valor de z
n=
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Ejercicio 4:
1. Hallar la serie de f(z) centradaen z = /2y clasificar z = /2.

f(@) = cos?(2)

2. Estudiar las singularidades de g(z) si la misma se estudiara solo en la rama principal.

sen (Z - %)

z4— 2723 +2z—1)(e? — 1)

g9(2) = C

Solucion:
Respuesta de 1:

Una vez méas debemos utilizar identidades trigonométricas para poder expresar la funcidn en cuestion de manera mas
simple. Se debe saber que

1 1 1 1
cos?(z) = §+ E.cos(Zz) - f(2) = §+§'COS(ZZ)

Uno quiere valerse de la expresion

d (_1)n_ ZZn

cos(z) = 2!

n=0

Pero esta es una serie centrada en z = 0, entonces no nos ayuda, mas sin embargo sabemos que el argumento del
coseno va a parar a la expresion de z dentro de la serie, entonces debemos es modificar este argumento para que
aparezca lo que queremos, para hacerlo hay que desarrollar y acostumbrarse a la habilidad de sumar un “cero
conveniente”.

cos(2z) = cos(Z(z + 0)) = cos (2 (z - % + g)) = cos [2 (z - g) + 27” = cos [2 (z - %) + TE]

Pensemos 2 (z - %) como una expresion a solo por un momento y recordemos la siguiente identidad trigonométrica.
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b)
Vs T
cos [(z — E) + n] = cos(a + m) = cos(a) cos(m) — sen(a)sen(m) = cos(a) cos(mw) = —cos [2 (z — E)]

Aunque aparezca el factor de 2 multiplicando, téngase presente que al incluirlo en la expresion de la serie no afectara a
que esta esté centrada en z = /2

. L)
f(Z)—E—%.COS[Z(Z—E)], cos z——] Z( 1 ( Z 2))

2 (2n)!

® (_1\n _ n on _Ezn
R IR

(2n)!
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Téngase siempre presente que esos términos que aparezcan sumando, restando o multiplicando a las series (en este
caso el 1/2 y el 1/2) pueden alterar a la misma de manera significativa, por lo que es necesario desarrollar algunos
términos de la serie para ver cdmo se comporta el resultado que buscamos.

1 1 22 Z—EZ 24 z—E4 26 z—EG
N R N e O

272t T
O N W IR Y o
- 2w T e :n=0 (2 + 2n)!

Encontramos la serie, pero hace falta estudiar el punto z = /2, para esto vemos algunos de los términos que se suman
al infinito y vemos que potencia (del término (z — %)) puedo extraer para que quede multiplicada por una funcion
siempre analitica.

= (—1)n 22, (z — %)zmz 2 (z - %)2 23 (z - %)4 2° (z - %)6
Z (2 + 2n)! I TEY 6!

n=0

Entonces f(z) tiene un cero de segundo orden en z = m /2.

Respuesta 2:

sen (z - %)
273+ 2z—1)(e%? —1i)

9(z) = e

Tenemos que factorizar el polinomio en el denominador de la funcién para que sea mas fécil estudiarlo, se recomienda
utilizar el método de Ruffini.

sen (Z - %)

z—1)3z+ 1)(e?—1)

9(2) =1

Sabemos claramente donde se anularé el denominador para el polinomio, pero nos falta ver donde se anula el término
(e? — i) si es que se anula.

T
ez—i=0—>ez=i—>ln(ez)=ln(i)—>z=1n(i)—>z=i(5+2kn)

Si solo hacemos el estudio para la rama principal



Empezamos el estudio nimero por nimero

z=1

1 sen (z - %T) sen (1 - %)

IO =T -0 - YW T e T
Entonces g(z) tiene un polo de tercer ordenen z = 1
z=-1
in in
1 sen (Z - 7) sen (1 + 7)
g(Z) - (Z + 1)(2 _ 1)3(ez _ l) - (Z + 1)'(p2(Z)' (pZ(_l) - 8(6_—1_1) * 0100

Entonces g(z) tiene un polo de primer ordenen z = —1

in
zZ=—

2

in it im
L (=) wy__sen(3-9)
IO =y G+ D = P e (?)_ =0

. 3 .

¥4 ¥
(7-1) (F+1)
Entonces z = % no puede ser polo de g(z).

Lo que suele hacerse en estos casos es tomar el valor que anula al denominador y utilizarlo de manera convencional
para seguir estudiando la funcion (en lo general utilizando series), por ejemplo veo que el numerador tiene un cero en
el mismo punto donde se anula el denominador, el numerador puedo desarrollarlo en una serie centrada en el punto
problema muy facilmente, ¢;serd posible hacerlo también para el denominador, de forma que al final tenga dos ceros
(uno abajo y otro arriba) que se cancelen? Este es el razonamiento al que se puede llegar luego de mucha practica con
series y funciones.

Tomamos eZ vy la desarrollamos en una serie centrada en E.
2

_im i _imy im in T T (=
eZ=e? 272 =e(z 2).e z, e =COS(E)+lS€TL(§)=l - eZ:le(Z 7)
Se debe saber que
© , w (Z in)"
Z _lr -
ezzz— b ie(z 2):12—2
n! n!
n=0 n=0

Si sustituimos esta expresion en (e? — i) vea lo que ocurre

o (,_ " _imt (i, imy’
(eZ—i)=—i+iZ@=—i+i 1+(Z 1!2) (- 2!2) (2 3!2)

n=0
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Veo que puedo sacar un cero de la expresion

(ez_l-):i(z_i_”> 1+i(Z l§)+i(z—i7”)

2 2! TR
Ahora expreso el numerador como una serie
. m(_l)n_z_iﬂznﬂ ' Z_l-_n3 Z_l-_ns Z—i—n7
Se"<z_%):r; (2(n+12)!) = (Z_%)_( 3!2) +( 5!2) _( 7!2) +
. . _im?® o, _imt o imy©
Sen<2_%>=<z_g> 1_(2 3!2) +(Z 5!2) e 7!2) *
Con toda esta informacion rearmamos la funcion
im\? im\* im\®
(Z_%r) 1 ( _3!2) +(Z 5!2) ( 7'2) L.
9@ = . i . im\? -
iz~ 13+ D (z- F) 1+L(Z;! 7)+l(z_3!7) o
im\? im\* im\®
gl )

2

. LT LT
i(z—1)3(z + 1) 1+l(z_7)+l(z_ 7) .

2! 3!
g(2) tiene una discontinuidad removible en z = %
Respuesta:
2n+2
© (_1)71 227‘L+1. (Z _ %)
f(z) = Z 2120 , f(z) tiene un cero de segundo ordenenz = mw/2

n=0

g(2)tiene un polo de tercer ordenenz = 1
g(2)tiene un polo de primer ordenenz = —1

it
g(z)tiene una singularidad removible en z = )
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Ejercicio 5: Hallar los anillos de convergencia de las 4 series presentadas a continuacion, y encontrar a que
convergen las series 3 y 4.

(z—2+t)" = sen(in) < (z—0D"
1)z:rlz(z—2+l)"+ 1+in 2) Z:l(z—i)"-l_nz;) n!

[ee)

*) Z)ﬁ Z(mn*z

n=

Solucion:

Serie 1.)

Empezamos con la parte de Laurent

| | lim n?.(z—-2+i)" n? B
noo| a, | noe |+ D2(z—2+0).Z-2+0% noe|m+D2.Gz-2+0)|
3 1 i n? 3 1 i n? 3 1 . n? 3
_IZ—2+i|nl—r>Igo (n+1)2 _IZ—2+i|nl—I>Iz}o n?+2n+1 _|z—2+i|nl—I>lgo n2+2n+1|
! li ! ! <1 | 2+il>1
|Z—2+i|n—>oo 1+2/Tl+1 |Z—2+i|

Ahora la parte de Taylor

an+1
aTl

lim

n—oo

z-2+D"(A+in).(z—2+1)
A1+in+i)(z—-2+0)"

n—oo

1+in
-2 [
1+i+in

o 1+in | Yt . .
=|z—2+1|11m|f|==|z—2+l|11m =|z-2+4+il<1 - |z—-2+i|<1
n-ow [1 414 in n—oo 1/n l/n_l_l

1<|z—2+4il<1 - |z—2+i|=1

De este resultado se puede decir que sabemos que la serie converge, pero no se sabe si absolutamente. La serie
converge en un anillo centrado en 2-i de radio 1

08
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Serie 2.)

Parte de Laurent

(in) = isenh(n) I A1 i.senh(n+1).(z — )" 1 senh(n + 1)
= b d = = —_—) =
sSeniim) = e = e e, |~ 2% |isenh(n). (z— 0. (z — D"| |z — i|now | senh(n)
1 i ee —e et 1 e’" —1 1 i e? — 1/32” e .
= — ]lIm — = — lIm = — 1Im = ; -
|z —i|n>0| et —em |z —i| now |e(e?2™ — 1)| |z — i| no 3(1—1/ezn) |z —i]

> lz—i|>e
Parte de Taylor

(z=-D"(z—1i).n!
n+D!(Ez-D"

An+1
aTL

lim

n—oo

= lim

n—oo

= |z —i| lim lz—i]l.0< 1
n—oo

o n!
= lz =il lim, ‘(n+ 1)!‘

[ -

De este resultado final se tiene que la serie converge siempre, esto es porque si se ve bien la parte de Taylor converge a

la funcion e @~ la cual converge en el todo el plano complejo.

Interceptando ambas zonas de convergencia, tenemos

Serie 3.)

Convergencia

n
lim

n—oo

1

1
i - <1 - =<|z4+1
now 4 |z + 1| 4|z +1] ~ g <lz+dl

4 (z+1)"
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Para hallar a qué funcién converge la serie, hay que modelarla de tal manera o2 o o2
gue se asemeje a una de las series notables conocidas.

-0z

n

Z4n(z+1)”:;)<4(z1+1)> :1_ 11 =

4(z+ 1)
_ 4‘(Z+1) _4Z+4 05 -
C4(z+1) -1 4z+3

1/4
Serie 4.)

Convergencia

limn_,Oo () ——<1 - |z|>e
_nflrent  lzl
lim (—) =—<1 - |z|<m
n—-oo (¥4 T

Funcidn a la que converge

T z3 —iez? + imez + €%

72+e2 mw—z e m—e?z+ mz?— 23

Respuesta:
Serie 1.)
lz—2+1i]l=1
Serie 2.)
|z—i| >e
Serie 3.)
|Z+1|>1, Z =42+4
4 o n(z+ 1) 4z+3
Serie 4.)

[ee]

i 2 e N z z"  z3 —iez? +imez + e’m
e<|zl<m , — =
’ 4 (iz)" " elm—elz+mz2— 73
n= =




Ejercicio 6: Hallar el caracter del puntoz = 0en f(2) y g(2)

sen(z) B 2(322 - 1)
eZ+z—-1 9() = cos(z) — cos?(z)

f@) =

Solucion:

Estudiemos primero f(2)

had (=1)", z2n+1 23 55 57 22 g4 46
sen(z)= W=[Z——+———+"']=Z[1——+———+"']

I N
¢ =¢ _zn!zn_[ +;+2!22+3!Z3+m]

n=0
Expresemos f(z) con estas series
z% 7% z° z% z*  z° z% 7% z°
f() Z[l—jﬁ-?—ﬁﬁ- ] Z[l—jﬁ'?—ﬁ'l' ] Z[l_§+§_ﬁ+ ]
Z) = = =
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ltz tgrptarmt | ve-1 [etgtgatyat] 2[itptaatgat]
2 4 6
h T+Er -+ ]
f(2) = 1 1 1
[1+_2+2!z3+3!z4+ ]

Como no existe potencia que extraida del denominador nos deje una funcién analitica en z = 0, entonces f(z) tiene
una singularidad esencial en z = 0.

Ahora estudiemos g(z)

()_ oo(_l)n_ZZn_ ) ZZ+Z4 Z6+ ZZ_ZZZTL_ 1+ZZ+Z4+Z6+
cosiz) = ANCOI ! ! ¢ T Bl TR TR
n=

L, . 11 1IN (D2 22.72 2% 7% 26 46
cos (Z)_E+E'COS(ZZ)_E+EZ)—_ 1-— 5 + YIRS + ..
n=

Rearmando g(z)

1
2 4 6 2 52 4 4 6 ,6 -
TR A ...]_[1_2-2 2.z 2%z +]

2T T4 T Tl

z2 ozt  z6 22.z2 24 z4 26 76
20 _‘_+”] 21 4 T el “]




2 4

o Z[%+Z—,+%+---]

g(z) = =
22 1 1 24 20 1
(Z-2)+ (@%)7+ (g-a)+]

Vea que ¢(0) # 0,00
Entonces, g(z) tiene un cero de primer ordenenz = 0
Respuesta:
f(2) tiene una singularidad esencial enz = 0

g(z) tiene un cero de primer ordenenz = 0
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Integrales complejas por el método
de los residuos

127



Ejercicio 1: Sea
z
f(z)

T 1- cos(mz)

Hallar y clasificar los puntos singulares de f(z), calcular los residuos en tales puntos y por dltimo calcular la
siguiente integral

f(z)dz
|z—1]=2

Donde la curva |z — 1| = 2 se recorre en sentido anti horario.

Solucion:

Supongamos que queremos estudiar el punto z = 0, desarrollo entonces la serie del coseno tal cudl lo tene-
mos centrada en ese punto.

& 1" 2n 2.2 4.4 6.6

| | |
— ( 2 4! 6
Entonces . .
f Z) = g o
o A B 1 _ 1 1 _ 1
N 2 | w2 422 624 - 2 422 624 - ; ‘ 2 md22 624 - ; (’D(Z)’
< [ﬁ_ T e _} z[?_ ot a _} [7 T e T ]
¢(0) # 0,00

Entonces f(z) tiene un polo simple en z = 0. Supongamos que ahora queremos estudiar el denominador de
manera completa, saber donde este se hace cero.

1 —cos(mz) =0 = cos(rz) =1 recordando que: cos '(z) = —idn(z +V22—1) = 2=2n, n€Z

Entonces el denominador de f(z) se anula en infinitos puntos todos ellos agrupados dentro de la expresién
z = 2n, n € Z. De igual manera la funcién contard con infinitos residuos (uno para cada polo) pero nos bastara
con encontrar solo uno, a priori no sabemos exactamente de que grado son los polos con los que cuenta la
funcién. Ahora bien, el denominador tiene que poder expresarse de manera util para poder utilizar la férmula
de los residuos, ya que desarrollar la serie que aproxime a toda la fucién en z = 2n sera muy complicado,
desarrollo en cambio una serie que me aproxime al denominador y la centro en el punto problema z = 2n (que
son infinitos puntos problema).

1 z z z

flz) = 1 — cos(mz) 1 cos [7(z — 2n + 2n)] ~ 1 cos [m(z — 2n) + 27n] ~1—cos (a + 2mn)

cos(a + 2mn) = cos(a)cos(2mn) — sen(a)sen(2mn), cos(2mn) =1, sen(27n) =0 =
= cos(a + 2mn) = cos(a) = cos(m(z — 2n))

Desarrollando la serie de este coseno

B 2 (=1)"[x(z — 2n)]*n B 72(z —2n)?2 w4z —2n)* 78(z —2n)8
cos(m(z —2n)) = nz:;] @) =|1—- o + I — i +
Entonces
z z
f(Z): - m2(z—2n)?2 4(z—2n)* | 7w6(2—2n)6 -
1_ [1 B 2(z52n)2 + 774(z;2n)4 B 6(z&2n)6 +. :| 1—1+ ( 2!2 ) B ( 4!2 ) ( 6'2 ) B



z z

7"2(25271)2 _ “4(252”)4 + TFG(Z&QH)G - (z —2n)? [7; . 7r4(z432n)2 + 7T6(z&2n)4 _ ]
z 1 1 (2)
p— . P . Z
(=20 [ el et T (e 20 4

Es importante ver que ¢(2n) # 0, cc.ahora sabemos que f(z) cuenta con infinitos polos de segundo orden
en el nimero z = 2n, n € Z — {0},tenga presente que con la funcién expresada de esta forma, es posible utilizar
la férmula de los residuos.

1 dk—l
Resf(z) = =] lim T [(z — zo)kf(z)} , donde k es el orden del polo.
2=20 — L2220 Az
Para nuestro caso
1 d — 2n)*
Res f(z) = 57 lim — ; T(:(zgygz : 6 (z—2n)" -
z=2n ' z—=2n az (2—271)2[7;7— T + ol —]
1 i d z 1 i d z
= — l1im — Al 2 6~ 4 =5 am o= T ’
2 b dz [%3 REEIE= TSR T e T } 2 2=2n dz [; +o(z — 2n)]
Derivemos el argumento del limite
d . %+ oz 2n)] — 2[¢/(z - )]
— 7T2 i
dz [ =+ oz — 2n)} [% + (2 — Qn)]
Finalmente
2
peoso) < L i LETECTW] G 2y
z:%ft 2= QZLnéln - 2 7T4 N 7'1'2

2 2
[7 + QO(Z — 2n)i|
ahora busquemos el residuo del polo simple en z =0

1, z
Res = — lim ==
2=0 0! z—o0 e [WQ 422 + w24 } ™

2T T T4l 6!

veamos graficamente donde estan los puntos de discontinuidad

r
D -5 ‘,‘-4_,' -3 s 2, -1 v |og 1 2oy, 3 Moo S0y 5 v\ 6

~.e
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ahora evaluemos la region de integracion que se pide

Como la region de integracién abarca dos puntos de discontinuidad, entonces seran dos residuos que deberdan

7{ f(z)dz = 2mi <22—|—22> _®
|lz—1|=2 0 Q0 T

considerarse y sumarse, finalmente.

Respuesta:

La funcién f(z) tiene un polo simple en z = 0 y ademds tiene infinitos polos de segundo orden en z = 2n, n €
Z —{0}.

2
2

Los residuos para cada punto singular de f(z) sén: Resf(z) = 5.

Por utimo la integral
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Ejercicio 2: Calcular la siguiente integral
?{ tan(z
Solucién:

Tengamos presente
sen(z)

/() = tan(z) =

cos(z)

Estudiemos cuando se anula el denominador, es decir, cudndo cos(z) = 0, entonces

iz —iz
1 .
cos(z) =0 = %:0 = ef=— = e =1 = 22 =1In(-1) =
e

= 22 = In|1| + i(arg(—1) + 2kr) = i2z = i(—7 + 2k7) = z:g(%—l), ke

Ya sabemos donde se anula el denominador (en infinitos puntos de la forma z = Z(2k — 1), k € Z ), nuestra
experiencia nos dice que ahora tomemos el coseno del denominador y lo centremos en el punto donde esta su
discontinuidad.

cos(z) = cos <z - g(Qk -1+ g(2k - 1)) = cos [(z - g(Qk — 1)) + g(Qk: — 1)] =
= cos (a + g(Qk - 1))
cos <a + g(2k: - 1)) = cos(a)cos (g(?k: - 1)) — sen(a)sen (g(Qk: - 1))
cos (g(Zk: - 1)) =0, sen (g(% - 1)) =(-Dk kez
cos (a + g(Qk — 1)) = —(=1)*sen (a) = (=1)Fsen (z - g(Qk - 1))

f(2) = sen(z) _ (—1)F*1sen(z)
(=1)ktlsen (z — 5(2k — 1)) sen(z — Z(2k — 1))

Desarrollamos la serie del denominador

> " Z(2k — 1))

sen(z——2k—1> Z 2n+1)! =

(+-52k-1) (+-52k-1)" (+-52-1)"

1 3! 5!

Entonces la funcién original puede expresarse como sigue

(—1)k*1sen(z)

[(2 (k- 1)) - CEEED) | R ]

f(z) =

5!

(—1)F*1sen(z2)
(2= Z(2k — 1)) [1 _ (@) | (geen) ]

3! 5!

Con todo este andlisis podemos ver que la funcién tiene un polo de primer orden en z = (g(2l~c - 1))
utilizamos la férmula de los residuos y tenemos
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fm (z = 52k — 1)) (=1)""sen(2)
S5 (L xio)_q)) [1 3 (z—%(;k D) =1t 1)*
) (—1)**Lsen(z) (=DM sen(3(2k — D) _
™ _ z—T — 2 z—Z - ! a o

Asfi los residuos para cada punto de discontinuidad valen —1. Veamos como es la regién de integracién.

Dos puntos de discontinuidad, dos residuos que deberan sumarse

Respuesta:

j(I{ tan(z) dz =27 (-1 —1) = —idn
|2]=2

y{ tan(z) dz = —idrw
|z|=2
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Ejercicio 3: Calcular la siguiente integral

I'= 2 dz
()11
Solucién:
23 25 (z—1)3 (2—1)5
sen(z)sen(z — 1) {Z—y—&-g!—...} [(z—l)—T—i—T—__.}
J(z) = 22 — 2 - z(z—1) -

dl-g+g-Je-n -G ]

o 1)
_ [1—Z2+’Z4—..} {1—(2_1>2+(2_1>4—..}

31 4l 3! 5!

No existen residuos, por lo tanto la funcién es analitica dentro de la region de integracion la cual no hace falta
dibujar.

Respuesta:

Calcular la siguiente integral

Solucion:

1
Véase que la funcion e> del integrando tiene una singularidad esencial en cero y ademads estd multiplicada
por un factor de z, esto puede confundirnos, entonces desarrollamos la serie de la funcién trascendente y luego
la multiplicamos por el factor de z.

S ] e PR P
€ _nzon!z”_ z o 2022 0 313 7T er = 2z 32 7T

Vemos entonces que la funcién del integrando tiene un singularidad esencial en z = 0. La verdad no hace falta
ver la region de integracién. Solo hace falta saber identificar el residuo de la serie.

Respuesta:
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Ejercicio 4: Calcular la siguiente integral compleja

[ f sen(z - 1) s
24— (1+14)22 +1

Solucion:

Lo primero que debemos hacer es encontrar los polos de la funcién del integrando, para esto es necesario
factorizar el denominador.

sen(z—1
f2) = 24— (1(—i— 2)22) +1

141) £ 14+14)2—4,1.4

(140 +i=0seaz’=w = v —(1+dw+i=0 = w——( ) (2 ) ot
Lo ST (144 5 (14 i)+ i3
(1+i)2——1+2i+i2——2i:>w:( 4 2m_( Z)Q Z_( Z)Q l Z’

Sea u =12 = u:2cis<g) = u? = /2.cis (g;) :ﬂczs(Z):\@(\f—i—z\f) =(141)

S+ Eil4d) A4k (-140) fur =i

A1+ 4 = w1 +D)w+i=0 = (w—i)(w—1)=0

2—i=0= 22=1= 2=4+Vi
2-1=0=22=1= 2=41 = (z+1)(z-1)=0

i 1 i L i 2 2
Seav:iévzeTév§:<v:€7>2:e V2 V2

2 2
z=+Vi = z:i‘fﬂ'? = G«-?-i?) <z+\f+z‘\f):o
z4—(1+i)22+i—(z—1)(z—|—1)(z—?—i?)(z—&-\f-mf)
F) = sen(z — 1) - (e - g+ et -] )
(c-DE+1) (s-E =) (24 2 +i8)  -De+1) (2= 2 -i) (:+ E+i§)
- (2 - 1) [1- G gt ] ) [t et ]

(z—=1(z+1) (z—@—z?) <z+§+l§> (z+1) (z—@—z?) <z+§+z§>
La funcién f(z) tiene una singularidad removible en

z=1

Y ademés cuenta con tres polos simples (o de primer orden) en

z=-1
z:72+i§
S ey



Empecemos a calcular los residuos de cada polo

R f( - (z+1)sen(z — 1) _ —sen(2) _ sen(2) _ sen(2)(1 +1) _ sen(2)(1 + 1)
° A e )@= (D09 20-0)  202+12) 4
Pos (5 = <z + 2+ 272> sen(z —1) B sen(z — 1) B
=2 (211 (z+72+z‘72> <z—§—z§> (2o <z—§—172> N
_ sen Tﬁ—z’%—o :sen(§+i§+l> :sen<e%+1) :—\/isen(e%r+l)
{(‘22—@222—1] (—vZ—iv3) (1—4)(1+i)V2 —2v/2 4
Res f(z) = (z — ? - z@) sen(z —1) _ sen(z — 1)
=22 (22 -1) <z+§—|—272> <z g—zg) (22-1) (z—l—‘[—H\[)
B sen(\?%—ig— ) _sen(§+i§—l) :sen(e%—l) :—ﬁsen(e%—l)
[<f+2f)2 ] (V3 +iv3) —(1—i)(1+i)v2 -2V2 4

Dibujando la region de integracion

I=i2r (362(2) (144) — Vasen (462 ’ 1>) - %T (sen(@)(1+4) = V2sen (T + 1))

Respuesta:

% o Seg(il_)zlz) s % (sen(Z)(l +1) — V2sen (e% + 1))
lz4+1|=1
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Integrales complejas por la formula
integral de Cauchy
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Ejercicio 1: Calcular la siguiente integral

?{ cosh (e”z)
——~ dz
23 — 422
|z—2|=3

Solucién
Factorizamos el denominador
23— 422 =22 (2 —4)

Véa lo que haremos con la funciéon

cosh (e”z)

23 — 422

1

= COSh (6”’2) . m

Ahora, excluyendo la funcién trascendente, desarrollamos las fracciones parciales de %.

1 _a+b+
22(z—4) z 22 z—4

= 1=z2(z—4)a+ (z—4)b+ 2% =
= l=a2’—daz+bz—4b+cz®> = 1= (a+c)2°>+ (b—4a)z — 4b =

—4b=1 = b=
a+c=0 = c:%
b—4a=0 = _71—461:0 = 4a:_71:> a= =L

1 -1 1 1

22(z—4) 162 422 T 16(z — 4)
Entonces

inn -1 1 1 cosh (ei”) cosh (eim) cosh (ei”)
f(2) = cosh () - ( 1.2 > ~ 16(z — 4) 162 122

162 422 T 16(—4) B

La integral la expresa como sigue

}{cosh(e )dz:f [cosh(e ]_cosh(e )_cosh(e )]dz N
y v

23 — 422 16(z —4) 162 422
1 h Tz —1 h Tz -1 h T2
NS cos (e )dz—|— () 7{ cos (26 )dz—i— ( ) 7{ cos (e )dz

16 v 2 4 4 ~ z 16 ~ z

I II II7

I= Zgcosh (eiM) = —Wcosh(l)
II = ;1 22771- h ( ’L7T0) a0 _ 12 h(l)
1 1 senh (e im = 5 sen

111 = _?mcosh(l)

Respuesta:

Y dz = ?senh(l)

y{ cosh (ei“) 72

|z—2|=3
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Ejercicio 2: Sea f(z) una funcion entera tal que ¥ z f(z) # 0 y v una curva de Jordan cualquira en C.

Calcular la siguiente integral.
f(2)
I=¢ —~~—"—
]{ 23(4z + 2)? dz

~

Solucion:

Digamos

_ f&) 1
9C) = Fi o
Desarrollemos las fracciones parciales del término racional.

e, b, e, 4,
B4z +2)2 2z 22 23 (42+2) (42 +2)2

1 =27 (1627 + 162 +4) a + 2z (162% + 162 +4) b+ (162> + 162 + 4) c + (42" + 22°) d + 2% =
1 = (16a + 4d)z* + (16a + 16b + 2d + €)2> + (4a + 16b + 16¢)2> + (4b + 16¢)x + 4¢c =

16a+4d=0 = 4d=-16-3 = d= =413 =
16a+16b+2d+e=0 = e=—-3-16+16+2-12 =

4a4+16b+16c=0 = 4a—16+4=0 = [a=3|
4b+ 16¢ = 0
1]p 4b+4=0 = [b=—1]
de=1 = C:Z
Entonces
1 31 1 12 8

BAz 42?7 2 24P 1212 (drt2p

Ahora expresemos la funcién como sigue

fle) _3f(a) o) o) 12/(x)  8f() _3f(x) [f(o)  f(z)  3f() f(z)

z) = =
9(2) 23(4z + 2)2 z 22 423 4242 (424 2)? z 22 423 (243) 2(z+3)?

Podemos expresar la integral de la siguiente manera

_ fe) g 3R, ) f),, [ 3 f) .
I_f23(42+2)2d Z{ ! f P +7 1 f(z-ké)d f2(z—l—%)2d

v

Aqui es cuando debemos recordar que la férmula integral de Cauchy no mira los residuos de la funcién, solo ve
el nimero donde se anula el denominador ademaés la funcién ”parece comportarse bien” para cualquier valor de
z, entonces

I o [3f<0> PO, ) 3G 1 f’(ﬁ] _

0! 1! 214 0! 2 1
=in [6]’(0) —2f'(0) + fﬂio) —6f <_21> —f <_21>]

Respuesta:

= o0 2 () 1 (3)]

~

138



Ejercicio 3: Calcular la siguiente integral compleja

Solucion:

Lo primero es ver cuales son las raices del denominador y poder relacionar esa informacién con la regién
de integracién, esto se resuelve usando la férmula de Moivre.

) ) 1 )
22 =0 = =2 w=i2 =2 p =01 5 wh = V2 [eFOD]T VL FUED

zoz\/ﬁeiz:\@<é§+i\g§> = (1+1)

Zl = \/Eestﬂ-

Llevamos los radianes a grados para poder estudiarlos, ver su equivalente restando 360° para que el grado caiga
en el intervalo [—m, ) y luego los regresamos a radianes.

57  180° T —3m T
o — 995° = 9225° — 360° = —135° _135°. _ 8T _ 7T
1 - 5° = 225° — 360 35°, = 35 180° 1 5

T
4

El grado 225° se pasa de [—m,m) si lo viéramos como radianes, por eso le restamos 360° y entonces pasé a
estar en el tercer cuadrante, especificamente 45 grados a la izquierda del eje imaginario negativo. Con toda esta
informacién podemos decir

7{ dz
[z—(14+49)][z+ (1+7)]

|z—1]=2

Pasemos a dibujar la regién de integracién.
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El punto —(1 4 7) no esta dentro de la regién de integracién lo que permite expresar la integral de la siguiente
manera.

fé dz :7{[2+(1+i)]1dz: f(2)dz
A Rl Ol S e - () J 2= (+9)

o f(L i) =2 (1) + (140 = ”(1 —1H) _ z'7r(12— i) 7T(12+ i)

Respuesta:

% dz (1 + 1)
(22— 42) 2

|z—1]=2

Se invita al lector a realizar los célculos cuando la regién de integracién abarca al polo contrario al que consi-
deramos y también cuando la rigién abarca ambos polos a la vez.
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Ejercicio 4: Calcular la siguiente integral de variable real.

2 &0
= la <LaeR
/1—2acos(9)+a2’ sila| <1,a€

0

Solucion:

Existe toda una teoria orientada a resolver ejercicios como estos, esta es una integral de variable real que
va ser resuelta utilizando la variable compleja. Se explicara algo de esa teoria en este ejercicio, pero no contara
como una nota tedrica. Se deja como tarea al lector estudiar por si mismo este tema.

La idea es modelar esta integral real como una de variable compleja, como ya sabemos toda integral de variable
compleja es una integral de linea que se debe realizar sobre una curva que vive en el plano complejo, pues bien,
siempre que nos encontremos con una integral real como esta, que tenga como limites de integracién [0, 27],
podemos llevarla a una integral compleja que se realiza sobre la curva |z| = 1, porque parecerd de cierta forma
que ya esta parametrizada, lo que vamos a hacer es ir a la inversa. De algo que ya parece estar ”parametrizado”,
pasar a la integral de linea directamente y resolverla por los métodos que hemos aprendido, en este caso por la
formula integral de Cauchy. Asi

z={lz| =1} = z=¢€" 6¢c[0,2n], ademéds recuerde que 2 =21 < |z2| =1 = z=¢%

Con esto claro, no serd muy dificil ver lo siguiente
cos(0) = e — 1oz =L (z41) = cos(0) =1 (241)

sen(0) = 55— = (= 2) =% (= 1) = sen(0) =5 (= - 3)

z

Volviendo a nuestro ejemplo tenemos

1 1 . d
cos(0) = = <z+>, r=e? = dz=ie?d) = do ="
2 z 1z
La integral pasara a verse como
2m
7 / de j{ zdz , ?{ dz
= =1
1— 2acos(0) + a2 —az? + (1 +a?)z —a) az? —(1+a?)z+a
0 : |Z‘:1

Para un mejor andlisis de la misma factorizaremos el denominador (ademds recuerde que queremos usar la
férmula integral de Cauchy).

ar* —(1+ad*)z+a=0 = z= (@+ 1)@ +1)?—da®  a?+1+Val+27+1—4a®
B N 2a - 2a -

2
2+1+vVa 22241 @+1E\/(@®+1)° a?4+1+]a® -1 a+1+(a2—1)
2a N 2a N 2a N 2a

2 2
{zlzaﬂztl“ le—a = 2=

2,4 2
Zg=otloadl 1 o

a
1
a a a

Tenga presente que a estos factores se les debe multiplicar por el factor a. Entonces

2>~ (1+a®)z+a=a(z—a) <z—1> N

a
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. dz _ dz
I‘Zi az—a) (= 1) li’f G-a)(az D

En la regién de integracién pedida cualquier punto que esté en [—1, 1] puede ser un polo de primer orden, ya que
a puede tomar cualquiera de esos valores (esto esta representado en el enunciando del ejercicio como |a| < 1),
entonces el integrando tiene un polo de primer oren en z = a, solamente ahi. Sabiendo esto expresemos la
integral de la siguiente manera.

I 7{ (az —1)"'dz

z—a
|2[=1

Aplicando la férmula integral de Cauchy

{ 2
I =42 =
ZW(@@—l) 1—a?

Respuesta:

2

/ de 27
1 —2acos(f) +a? 1—a?
0
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Integrales reales indefinidas resueltas
con variable compleja
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Ejercicio 1: Resolver la siguiente integral

rod
/Ma;azl,aGR,a>0
0

Solucion:

i) Me invento una funcién compleja que pueda manipular en un futuro y hacer que se parezca a la del in-
tegrando, ademas determino una regién de integracién conveniente.

Se sabe que cos(0. z) = 1, entonces e?** = ¢#0% =1 para b = 0, entonces
f&) = ot ¥
)= —- =
z4+4a47 Y it V2
V2
Y1
R b D R

f F(2)dz = / F(2)dz + / F(2)dz
ol " 72

i1) Expreso la integral sobre «; como una integral real y expreso la integral sobre 72 como una integral para-
metrizada (en realidad la integral sobre 7, también estd parametrizada solo que su parte imaginaria es cero).

Parametrizando o tenemos 4 '
z=12(0) = Re", 6 c[0,71] = dz=iRe"dd

R . s .
j'{ dz / e dy N / iRedo
(24 +4a*) ) 24+ da? R*et0 + 4q*

2 -R 0

I 17 117

iti)Resolvemos I por el método de los residuos.

dz .
}1{ Tt 4a) =27 Z ResF'(z)

¥
Factorizamos el denominador del integrando
2+ 4a0? = (22 + 202 + 20®) (2% — 2az + 24%) = 0
Habria que factorizar ambos polinomios usando resolvente, y eso es lo que haremos

z1=a-+1a

+2a +v4a? —8a?  +2a £+ V—4a? ) 29 = —a +1ia
21234 = = = tatia =
T 2 2 Z3=a —1ia

Z4 = —a —1a

Entonces

7{ 7{ dz
z4+4a4 (a+ia))(z+ (a —ia))(z — (a —ia))(z + (a + ia))

Y Y
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Ahora recordemos que a es un numero real positivo, y esto sumado a las expresiones del denominador de la
funcién del integrando nos llevan a considerar mejor la regiéon de integracién.

Dada nuestra regién de integracién vemos que la funcién cuenta con dos polos simples en z = a+iay z = —a+1a,
calculamos los residuos para cada polo.

Res f(z) = 1lim z—a—1ia 1—1
es f(z fm =
z=atia z—atia (22 4+ 2az + 2a%)(z2 —a —ia)(z —a+ia)  16a3
z+a—1a —1—1
R = 1l =
z:a%af(z) o taia (z—a—ia)(z+a—1ia)(z+a+ib)(z — z +ib) 16a3

7{ dz L [L=i 14i] o«

_dz . _ _ T
(" +4ah) 7" |16a3 1643|443
,

R . ™ .
/ ehrdy / iReYd)  w
x4 + 4at R0 4 404 403

-R 0

iv) Reordenando las integrales

v) Tomando el limite cuando R — oo.

o0 ) ™ .

/ et gy Y / iRe"do T
—_—r 1m _— = ——
4 4+ 4a* RS | R%*e™0 4+ 404 443

—00 0

vi) Demostrar que lim [I] = 0.
R—o0

Lo que nos disponemos a ha probar requiere resolver primero la integral y luego tomar el P}l’m , pero la in-
—r 00

tegral propiamente resuelta no hace falta, véase que si se resuelve explisitamente la integral 111 tendremos un
area que depende de la variable R, si a partir de la primera integral llegamos a deducir una segunda integral
cuya funcién integrando este por encima de la primera (osea la curva de la segunda funcién esta por encima de
la curva de la primera funcién) entonces tendremos una integral que al resolverla y hacer tender R a infinito si
esta da como resultado cero, entonces también la primera integral se volvera cero, por que la segunda siempre
es cota superior de la primera.

Para evitar confusiones sobre si la funcién es negativa o positiva y para utilizar los teoremés de las integrales

empezamos tomando el valor absoluto.
_/ li||R| || d6 _/ LR.1Ld) _
- |R4ez‘49 + 4a4| - |R4ez’49 + 4a4| —
0 0

111 = / iRe"do / iRe"do
R4€Z49+4(I4 R4ez40+4a4
Rd6 B Rd6
[Rie®] — |—4a®|| — ) |R* - 4a¥|
0

/‘R4ez49 +4a4
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Ciertamente |R* — 4a*| = R* — 4a* ya que R > v/2a y esto se debe a que R tiene que ser lo suficientemente
grande como para rodear a los polos que tienen dentro de ellos el factor de a.

™

R [ RO 7R
|R* — 40| ) R*—4a* R*—4a4
0 0

Entonces

TR TR 7/ R3
i< ——— = 1 = =0
S g = M0 R4t = T 40t/
Finalmente
[ ctd [ (cos(bx) + isen(bx))d [ cos(ba)da [ isen(br)d
e €T T cos(bx) + isen(bx))dx T cos(bx)dx 1sen(bx)dx T
/ x4 + 4a* + 4a3 / x4 + 4a* 4a3 / x4 + 4a? + / x4 + 4a* 4a3
— 00 —0oQ —0o0 — 00
x
/ dv _ 7
x4+ 40t 4a3
—0Q

Véase que la funcion del integrando es par, esto nos permite hacer lo siguiente

o0 o0

z/dﬂ?_ﬂ N /dx_ﬂ
24+ 40t 4a3 x4+ 40t 8a3

0 0

Respuesta:

/ de _ 7
24+ 4t 8a3
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Ejercicio 2: Calcular la siguiente integral

x
zsen(mx)dx
/2(3 a,meR, a,m>0
e+ a
0

Solucién:
i) Me invento una funcién compleja que pueda manipular en un futuro y hacer que se parezca a la del in-
tegrando, ademds determino una regién de integracién conveniente.

Zezmz

f(z) = 224 a2’ Y=7+72
V2
Y1
R b D R
%f(z)dz:/f(z)dz—l—/f(z)dz
Y 7 V2

i1) Expreso la integral sobre «; como una integral real y expreso la integral sobre 7o como una integral para-
metrizada.
Parametrizando 5 tenemos

z=2(0)=Re" 0c|0,7] = dz=iRe"df

™

7{ ze"MZdz B / e dx / Re '™ i Re' df
Y

224+ a2 2 + a? R2ei20 4 g2
“R 0
I 1 11

iti)Resolvemos I por el método de los residuos.

2eM2dz )
f m =27 Z R@SF(Z)
v

Factorizamos el denominador del integrando

24ad’=0= 2*=—-a® = z=+ia = 2*+ad*= (2 +ia)(z —ia)
Entonces ) )
?{ ze"*dz 7{ ze"*dz
(22+a?)  J (2 —ia)(z +ia)
v gl

Ahora recordemos que a es un nimero real positivo, y esto sumado a las expresiones del denominador de la
funcién del integrando nos llevan a considerar mejor la regién de integracién.
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[ N
Vv Vv

Dada nuestra regién de integracién vemos que la funcién cuenta con un polo simple en z = ia, calculamos
el residuo para este polo.

ze"™(z —ia) e ™

Resf(z) = lim

z=ia z—ia (Z — ia)(z + ia) 2

iv) Reordenando las integrales

R . . R . 7T . ; i0
2e™ME Rez@ imRe'? ZRezedQ o 2e™ME iR2€z2961mRe o
5. .2 2,020 1 2 =ime” " = 5. .2 T 5o oy = imeT "
¢ +a R4e*? +q ¢ +a R%e*? + q
—R 0 —R 0

v) Tomando el limite cuando R — oo.

[e.9]

. ™ . . . 8

2™ N i ,LRQQ'LQGeszel  am

B —— 1m ——F 55 5 — 1Tre
x? + G2 R—oco R26129 + a2

—00 0

vi) Demostrar que lim IT11 = 0.
R—o0
ei(algo)

Recuerde que |i| =1, =1

e ’  R20120 pimRe? y H ‘ RZ‘ | 6129‘
/ |R2ei20 1 2] _/ |R2ei20 1 2]
0

A R2 |€ichos(6) } ‘e—mRsen(G) ’ de

. 0
’LR2 120 sze esze do

T R2ei20 4 g2

|f|=/

0

A R2 leimR(cos(G)—‘risen(G))’ do A R2 le—mRsen(G)l do

- / |R2e29 1 o2 - / |R2e20 + o2 - / |R2e29 o2
0 0 0

<

/ﬂ: R2 ‘e—mRsen(G)‘ do

T R2 {e—mRsen(G)‘ do ” R2 ‘e—mRsen(ﬁ)‘ do W R2 {e—mRsen(ﬁ)} do
‘RQeiQQ _ (—a2)| - / = /

e —[=al ~ J TR =] =

Para que se pueda abarcar el polo z = ia necesariamente R > a entonces ‘RQ — aQ‘ = R? - ad?.

/ﬂ- R2 ‘emesen(H)‘ do B ] R2 ‘e—mRsen(O)’ do B /Tr R2 }1/€mRsen(9)‘ do B /ﬂ R2 (1/€mRsen(9)) do B

|R? — 2| R2 — a2 R2 _ 42 R2 _ a2
0 0

] R2e—mRsen(0)d0

R? — a2
0

El siguiente paso es importante, se pide especial atencion. Nuestra demostracién se sigue valiendo de encontrar
un integrando cada vez més ”grande” para que al hacer tender R — oo si el drea mayor se vuelve cero entonces
la menor también lo hara y entonces se demuestra lo pedido.
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Véase que e ™5em0) o5 yna funcién decreciente y mientras més pequefio se haga es el término mRsen(0)
entonces mas grande se hara la funcién exponencial.

Nuestro objetivo entonces es disminuir el factor mRsen(6). En el intervalo [0, 7] el seno primero crece y luego
decrece, esto puede dificultarnos la tarea, entonces nos valemos de la simetria de la funcién seno en este intervalo
para hacer lo siguiente.

7'r

R2 —mRsen(0 RQ —mARsen( )de
RZ — az — a2
0
Entonces para colocar una curva menor a la grafica del seno en ese intervalo hacemos el siguiente dibujo

08

08

04

0z

02

04

La ecuacion de la recta bajo la curva del seno es y = —0 entonces V 6 € [0, 7/2] se cumple que sen(§) > 2779, asi
26 —2mR6 m
sen(f) > — = —mRsen(d) < TEM o emmRsen(®) < e
s T
Siendo asi podemos continuar con la integral
2/2 Re-mfien®dg [ R 2 rRe )R Rr(1— e mR)
R2 —a? - R2—a2 |\ R2-a2 2mR . m (R? — a?)
0 0
Ahora
i |7 < 1 Rr (1— e ™R) _ i 7 (1/R — 1/R%e™H) _0
Rosoo Roeo m (R? —a?) R m (1—a2/R2)

Finalmente -

/ 26T o 40— ime M / x(cos(mx) + isen(mx))dz —ime— T s

22 + a? 22 +a?
—0o0
o0 oo
/ xcos(mx)dx L / xsen(mz)dx C 04 i / xsen(mz)dx _ p—am
z? 4 a? x? 4 a? z? 4 a?
—00 —00
Como la funcién %(Tf) es par, entonces
[ee] oo o0
/ rsen(mz)dr / rsen(mx)dr p—am /xsen (mx)de  me™*™
22 +a?2 22 +a2 r2+a2 2
—00 0 0

Respuesta:

o
xsen(mzx)dx  mwe U™
2+a2 2
0
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Ejercicio 3: Resolver la siguiente integral

(e o]

d
/ : cos(x)dx Cab>0

22 + a?) (22 + b2)

—0o0

Solucion:

i) Me invento una funcién compleja que pueda modelar a la del integrando y determino una regién de in-
tegracion conveniente

eZZ

(22 +a?)(22 + b?)

f(Z): y Y=71 T2

Y2

Y1

f F(2)dz = / F(2)dz+ / F(2)dz

i1)Expreso la integral sobre v; como una integral real y expreso la integral sobre 7, como una integral parame-
trizada. Parametrizando 5 tenemos

z=2(0)=Re" 0ec0,7] = dz=iRe”df

R
% idz B / ¢ . / iRedf
(22 4+ a2)(22+b2) ) (22 +a2)(z? + b?) Re®)? + 2| [(Rei?)? + b2
¢ -R 0
)i 1 i1

i11)Resolvemos I por el método de los residuos.

edz .
EETEE) =27 Z Resf(z)
3
Factorizamos el denominador

(2 +a®) (2 +b5) =0

2+a?=0 = 22=-d®> = z=dia 9 9
= (242 +1? z+1ia)(z —ia)(z +ib)(z — b
{Z”bgzojzgz_buzzﬂb (22 + @})(2% + 1) = (2 + ia) (= — ia) (= + b) (2 — ib)

Entonces

f‘ ’LZdZ B % lZdZ
/ (22 4+ a?) (22 + b2) / (z 4+ ia)(z —ia)(z + ib)(z — ib)
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Ahora recordemos que a y b son numeros reales positivos, y esto sumado a las expresiones del denominador de
la funcién del integrando nos llevan a considerar mejor la region de integracion.

A
R 4

No se puede decir realmente si a > b, a < b 6 a = b, eso no se sabe y no esta dicho por el ejercicio, lo que
haremos sera realizar el estudio con a # b y luego al final tomar el resultado obtenido y decir a = b a ver que
pasa, la anterior imagen no es méds que una imagen genérica para entender donde estan los puntos problema
en el plano complejo en nuestra regién de integracién, de ahi podemos ver claramente que f(z) cuenta con dos
polos de primer orden en z = ia y z = b, calculemos los residuos de cada uno.

(2 — ib)e' B et B e B e~
e ) = i T — ) A Tt (BT i) (= B

(2 —ia)e' L et B e B —e @
Resf(z) = lim. Crin—i)@+ ) A a2 Gatia) (il 15 (@ =) (i2a)

Asi

f (z+ia)(z — Z;;C(lj+ ib)(z — ib) = i2m [(a2 —eb;b) (i2b) (a2 —617_2(;(2'2@] e 7: b2 [:b B eaa]

iv) Reordenando las integrales

/ e dz N / e iRei®dp R [eb - ea]
s (22 + a?)(2? + b?) (Reit)? 2} [(Re“’)Q n bQ} a2—b2| b a

v) Tomando el limite cuando R — oo.

e} Ky

/ ¢vdx i R . [eb e ]
(22 + a2)(22 + b2)  R-oo J [(Rei9)2 I a2] [(Rezﬂ)Q + 52} a2—b2| b a

—0o0

vi) Demostrar que Rh’m 111 = 0. Esto se deja como ejercicio para el lector, ver el ejercicio 2 para ayuda.
—00

Finalmente -
S N e
(22 4+ a?) (22 +b2) a2 —-b2| b a
70 cos(x)dx +i 7 sen(x)dx LT eifb e 4i0 =
(22 + a?) (22 + 1?) (22 + a?) (22 + b?) a?—=b [ b a '
]O cos(x)dx oo eifb e
(22 +a?)(z2 +b2) a2 —b2 | b a
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., Qué sucede si a = b?

Simplemente veo las expresiones que tengo como funciones de algunas de las variables a 6 b y tomo el lim
a—

6 lim, este caso veremos las expresiones como funciones de a. Asi
b—a

oo

It — 1 € CORT)IT g T &
amb (2% + a?) (22 + b?) ambaZ — b2 | b a (22 + b2)? amba — b2 | b a
—00 —00

cos(x)dx 7T [e_b e‘“] N 7cos(a:)dx ) P [e—b e—a]

Calculamos el limite a parte

—b

TASRRLA L i) Vel |
aba—02 | b a "oy (@ —bDab 0

Aplicando la regla de L’Hopital, recuerde que se deriva respecto a la variable a.

i o  lim el 4 be o lim e P+be®  me’(1+40)
a=b (a2 —b2)ab " a>b2a(ba) +b(a2 —b2) " a—b 3a2b— b3 2b3
Respuesta:
o0 Sia#b = i |G — "
/ cos(x)dz B 7 a®=b* [ b “ }
($2 + CL2)([L‘2 + b2) - B .
oo Sia=b = T UxD g me(+a)
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Ejercicio 4: Resolver la siguiente integral

T3
/ x(izn—ﬁab:%;laz7 ab>0
Solucion:
i) .
1z) = (zgij)
Y2
— b
R R

f F(2)dz = / F(2)dz+ / F(2)dz
8! m V2

z=12(0)=Re", 6 c[0,71] = dz=iRe"dd

. R . T . o )
j{ 23ei% _/ x3etT g +/ (ReZGdQ)SeZ“ReeiRewdH
(224022 ) (22 4b%)? [(3610)2 + b2]
0

i)

Y —-R
}r II 117
i
ZaZdZ
f W Z27TZR€Sf
ol

Factorizamos el denominador
P24 =0 = 2= = z2=+ib = (z+ib)(z—ib) =0 = (22 +b*)? = (2 +1ib)*(z — ib)?

Dada entonces la regién de integracién f(z) cuenta con un polo de segundo oren en z = ib, calculamos el residuo
en este polo.

3(. 2 iaz 3 zaz 2 iaz 3b b—i 2
Resf( ) = d [ z°(z —ib)%e — lm d _ lim 26 [ +‘(a i)z + az?]
z—nb dz | (z — ib)2(z + ib)2 z—mb dz | (z+1ib)2]  2Sib (iz — b)3

e~ (2 — e (2 —ab) % 2e%%dy  ime= (2 — ab)

22 4 b2)2 2

Res,—ipf(z) =
]

i)

R . ™ . . i .
/ 23 dy / (Re?dp)’ e*Re”iRedf  ime=ab(2 — ab)
(z2 +b%)2 [(ReiG)Q + b2} B 2

+ lim =

/OO 13l dy ) [ (Rewdﬁ)3 eiaRe” i Reif 4g ime=%(2 — ab)
(22 +b2)2 2500 / [(ReiG)Q 1 52} 2

—0o0
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Vi)

Finalmente
7 3 dr  ire”(2 — ab) /Oo r3cos(iax)dr 7 3sen(iax)dz e~ (2 — ab)
= = [ i | o =0 i
(22 4 b?)? 2 (z2 +b%)2 (22 4 b?)? 2
Respuesta:
/ w3sen(iax)de  me (2 — ab)
(22 +62)2 2
Fin
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